TEMA 4 |

CALcuLo DE DERIVADAS

Contenidos Criterios de Evaluacion

Funcién derivada. . Conocer el concepto de derivada de

. . una funcién en un punto.
Derivadas sucesivas.

Identificar a partir de la expresion
analitica o gréafica de una funcién los
Algebra de derivadas. puntos donde ésta es derivable y los
puntos donde no lo es.

Derivadas elementales.

La Regla de la Cadena.
Conocer el concepto de funcion
derivada.

Continuidad y derivabilidad.

Ti timad . Conocer las derivadas de |las
I€mpo estimado funciones polinémicas, potenciales,
exponenciales, logaritmicas, seno y

16 sesiones coseno.

Reconocer la relaciéon entre
continuidad y derivabilidad.

Saber estudiar la derivabilidad de una
funcion, particularmente las definidas
a trozos partiendo de funciones
elementales.
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Cdlculo de Derivadas

1.Funcion derivada.

a Definicion.

La derivada de una funcién f es la funcién f definida mediante:

(o) = iy LD =T )

En aquellos valores = del dominio de f para los que dicho limite existe

o Ejemplo: hallemos la derivada de la funcién f (x) = 5x:

Calculemos
5 h)—5 5 4+ 5h —5 5
() = 1 2D =5 drdbh-br o B

h—0 h h—0 h h—0 %

Observemos que la funcién derivada es constante.
o Ejemplo: obtengamos la derivada de la funcién f (z) = 22
Calculemos
h)? — 22 2ah + h? 2+ h
f(z) = hfmw: h’mL: hfmngx
h—0 h h—0 h h—0 ],{

Observa que hay derivada para cualquier valor de z. Asi, por ejemplo,
parax = 3 laderivadaes f'(3) =2-3 =6.

a Notacion.

Para designar a la derivada de la funcién y = f(x) tenemos

Notaci6n usual: y=f"(x)
Notacién de operador:  y = Df ()
d
Notacién diferencial: ~ y = d_y (7)
x

2.Derivadas sucesivas

jAtencién! Puede ocurrir que dicho
limite no exista. En ese caso
diremos que f no es derivable para
dicho valor.

Obtén ta la derivada en x = -5.

Esta ultima se lee "la derivada de y
respecto de x para el valor a". Es
una notacién debida al matematico y
filésofo Leibniz. Es la mas compleja
a la hora de escribir, pero también es
la mas completa y la que da mas
informacion.

. ! ., . . .z
La derivada f’ es una funcién y, a su vez, puede intentar derivarse. A la funcién

derivada de f'se lallama derivada segunda de f y se la designa por f”.

A una funcién f podemos asociarle, derivando sucesivamente, las funciones

derivadas f', f”, f",.... A éstas se les llama derivadas sucesivas de f.
D D D D
f=f=f"=fr=..
o Ejemplo: es facil comprobar que

flx) =2 2 f'(2) =20 2> f"(z) =2
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3.Derivadas elementales

En la resolucién de multitud de problemas es necesario conocer la derivada
de las funciones que aparecen en el planteamiento y posterior resolucién. Es
por ello conveniente disponer de unas reglas que permitan derivar
directamente las funciones que més se presentan en el Célculo, para no tener
continuamente que hallar cocientes incrementales y tomar limites en ellos.

Veremos los casos més elementales, dejando de lado la demostracion de las

férmulas.

@ Funcion constante.

La derivada de una funcién constante en cada punto es cero:

f(@) =k 2 /() =0

o Ejemplo: Dada la funciéon f(x) =3, su funcién derivada es

constantemente cero: f'(z) = 0.

o Funcidén potencial.

Abreviadamente:
Dk=0

La derivada de la funcién potencial viene dada por:

flx)=2a" L, f'(x) = na"?

Abreviadamente:

—1
Dx"=n-x"

o Ejemplo: Dada la funcién f(x) = «*, su derivada es f'(x) = 4a®.
o Ejemplo: Dada la funcién f(z) = x, su derivada es f'(x) = 1.

o Ejemplo: Dada la funcién f(z) = 2, hallemos la derivada para © = 4:

Derivamos:  f(z) = 2? L, I (x) = 2z.
Sustituimos:  f'(4) =2-4=38

« Ejemplo: Para derivar f(z) = Vx® podemos proceder asi:
5 : )
D <Vx5) =D (:rg) = 53:% = 5\/3:3

o Funcion exponencial.

La derivada de la funcién exponencial es la misma funcién exponencial:

fla)=e" 2 f'(x) ="

Abreviadamente:
De"=¢"

o Funcioén logaritmo.

La derivada de la funcién logaritmo neperiano viene dada por:

fa) =tz 2 f/() = -

José Alvarez Fajardo

Abreviadamente:

DInx:1—
X
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o Funciones trigonométricas.

La derivada de la funcién seno es la funcién coseno:
D g
f(z) =senx — f'(z) = cosx

La derivada de la funcién coseno es la opuesta de la funcién seno:

flz) =cosz 2 f'(z) = —senx

4.Algebra de derivadas

a Derivada de una suma o resta.

La derivada de una suma (resta) es igual a la suma (resta) de las derivadas
de los términos que intervienen:

D(f+g)=f+4
o Ejemplo: D (z* —2° +5) = D (2°) — D (2*) + D (5) = 32" — 2z

o Ejemplo: La derivada de la funcién f(xz) = senz + cos x es la funcién

f(x) = cosz —senx

a Derivada de un producto.

La derivada de un producto de dos funciones es igual a la derivada de la
primera por la segunda mds la primera por la derivada de la segunda:

D(f-9)=f-9+f¢

o Ejemplo: obtengamos la siguiente derivada

D (x-senz) =1 -senx + x-cosx = senx + x cos x

o Ejemplo: calculemos y'(1) para la funcién dada por y = zIn z.

1
y(@)=1-lnz4+z--=hz+1—y(1)=hl+1=1
T

o Derivada de una constante por una funcion.

Estamos ante un caso particular del anterior, que es mas simple:

Abreviadamente:

Dsenx=cosx
Dcos x=-senx

La derivada del producto de una constante por una funcién es igual al
producto de la constante por la derivada de la funcién:

D(k-fy=k-J'

o Ejemplo: calculemos

D(5lnx):5-(lnx)’:5.l: b

x xr

o Ejemplo: calculemos

José Alvarez Fajardo
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D (52 + 10z — 5) = 10z + 10

< Ejemplo: Si el espacio recorrido por un mévil viene dado por la funcién

e(t) =8t+5t* , 0<t<10,]lavelocidad en cada instante es
de
v(t)za(t):éS—i-lOt , 0<t<10

a Derivada de un cociente.

La derivada de un cociente de dos funciones es igual a la derivada del
numerador por el denominador menos el numerador por la derivada del
denominador, todo ello dividido por el cuadrado del denominador:

p(f)- Lo id

o Ejemplo: Calculemos

El denominador habitualmente no se

< 3 ) 312 . (x —2)— 3.1 243 — 62 toca. Se deja tal cual.
D =

z—2 (z — 2)2 T (2 -2)2

o Ejemplo: Calculemos
( 22 >_2x~(:53):1:2‘1 2?2 — 6z

r—3 (x —3)2 :(m—3)2

o Ejemplo: Dada f(z) = coxs:v obtengamos su derivada para = 0.

Primero derivamos el cociente:
f(z)

Y ahora sustituimos en la derivada obtenida:

F0)= 15 =1

1-cosx —xz-(—senx) cosx+z-senx

cos? x cos? x

5.Regla de la Cadena*

Atn nos falta una regla que nos permita obtener la derivada de una
composicién de funciones. Por ejemplo, ;cémo hallar la funcién derivada de

f(x):\/x2—1 ode f(x)zsen(xz) ?
Como vemos, se trata de funciones compuestas. Aqui tenemos la

denominada regla de la cadena, que necesitaremos para derivar
composiciones de funciones elementales:

Si f y u dos funciones derivables, entonces la funcién definida mediante
z = flu(z)]
. .. . Podemos construir una nueva tabla
es derivable en cada x de su dominio y se tiene que es T
/ /
Dflu(z)] = fu(z)] - v (x) D(u)'=nu""u’

Du= uf_

2Vu
José Alvarez Fajardo De'=u'e
u

Din(u)=—

(w)=2

Dsen(u)=u'cos(u)

Dcos(u)=u'sen(u)
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o Ejemplo: para derivar y =sen (acQ), observamos que es una
composicion. Por la regla de la cadena:

y' = cos (%) - 2z = 2z cos (2?)

< Ejemplo: si y = v/sen z su derivada es
; 1 oSz — cos T
v= 2¢/senzx N
w Ejemplo: si y = cos (e*) su derivada es
y' = —sen(e”)-e” = —e”sen (e”)
o Ejemplo: siy = In (902 + 3z — 2) , aplicando la regla de la cadena
1 2¢ — 3
- . (2x—-3)=-—"""
Y x2—3r+2 (22 =3) 22 —3x+2

o Ejemplo: siy = (:Jc2 +x— 1)3, aplicando la regla de la cadena
y/:3(m2+x—1)2-(2x+1)
o Ejemplo: si y = 3z ¢, su derivada viene dada por

y =3e’" +e° 5.3z = e (3 + 152)

In (22 — 1)

o Ejemplo: siy = , su derivada es

cx—1-In(2x —1)

;2 —1 _2r—(2r—1)In(2x — 1)
v = x? N x2 (22 — 1)
) i sen (4 x) )
o Ejemplo: si f(x)=————, su derivada es

X+

£r(x)= cos(4x)~4(x2+1)—2x~sen(4x) :(4x2+4)cos(():12)i)1—)22x-sen(4x)

(x2+ 1)2

6.Continuidad y derivabilidad

La mayoria de las funciones que nos encontramos son derivables para todos
los valores en los que estdn definidas salvo, tal vez, en determinados puntos
especiales (singularidades). Para estudiar la derivabilidad de una funcién
conviene previamente estudiar su continuidad, porque:

Sea f definida en un intervalo abierto I y xg € 1.

Se cumple:

f esderivableen © = xg — f escontinuaen x = x.

o Practica: A la hora de analizar la continuidad recordemos algunos puntos
en los que puede ser discontinua una funcién: separa-férmulas, ceros del
denominador y ceros del argumento de un logaritmo.

A la hora de estudiar la derivabilidad, podremos derivar directamente los
trozos en todos los valores que no sean separa-férmulas. Y entonces
analizamos detenidamente.
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Observa que en estas Ultimas
funciones hemos aplicado la Regla
de la Cadena junto con las reglas
del producto y del cociente.

En la practica se usa mucho esta
propiedad a través del llamado
contra-reciproco:

f no es continuaen x=a

q

f es no es derivable en x=a
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o Ejemplo: Estudiemos la continuidad y derivabilidad de la funcién

(@) 2 -2 si x<2
$:
r+1 si x>2

y obtengamos su funcién derivada.

(Como serfa un breve andlisis grafico sabiendo que su grifica es la
representada a la derecha?

Pasemos a un estudio algebraico:

Continuidad: como esta construida con trozos de funciones continuas,
s6lo puede ser discontinua para x = 2 (separa-férmulas). Veamos:

VALOR: f(2)=0
lim (.rQ — 21’) =0
7 r—2—
LIMITE: lim f(z)
T2 lim (x+1)=3

r—2+
Concluimos que hay una discontinuidad de salto finito en = = 2.

Derivabilidad: como esta construida con trozos de funciones derivables,
podemos derivar directamente para x # 2:

f’(w)—{ 2r — 2 S? T <2

1 siox>2
Ahora, en el separa-férmulas, detenidamente:
Como no es continua, no puede ser derivable en x = 2.

Pero si la funcién es continua en x = x, entonces puede ser derivable para
ese valor o puede no serlo. La siguiente propiedad nos serd de gran ayuda:

Sea f continua en un intervalo abierto I y xo € 1.

Si f es derivable para x # xo, entonces [ es derivable sélo si

m f (z) = lim f(:
Jm_ fi(z) = lm f(z)

Esos limites laterales de la derivada
se designan por:

f’(xo') y f'(Xo*’)
y se denominan derivadas laterales.

Y en ese caso dicho limite comun es el valor de f (zg).

Esos limites que aparecen ahi se designan por:
f(@o=) v [ (zot)
y se denominan derivadas laterales.

< Ejemplo: Estudiemos la derivabilidad de la funcién definida mediante

f(ZL')—{ —2x s? <0

2?2 —2x si x>0

y obtengamos su funcién derivada.

José Alvarez Fajardo



Mates Aplicadas 11

Cdlculo de Derivadas

Continuidad: como esta construida con trozos de funciones continuas,
s6lo puede ser discontinua para * = 0 (separa-férmulas). Veamos:

VALOR: £(0) =0
lim (—2z) =0
LIMITE: lim f(z) { “7°7
z—0 lim (x2 — 2:5') =0
r—0+4

Concluimos que es continua en © = 0,
Derivabilidad: podemos derivar directamente para x # 0:
—2 siox<0
fl(@) = :
2c—2 si x>0

Ahora, en el separa-férmulas, detenidamente:
f'(0=)= lim (-2)=-2

rz—0—

’ _ 11 _ ——
f(0+) = x1—1>%1+ (2z —2) 2

Derivadas lateralesen £ =0 —

Concluimos que es derivable en este valor con f'(0) = —2. Resumiendo:

-2 si x<0
! _
f(x)_{ 2w—2 si x>0
o Ejemplo: Estudiemos la derivabilidad de funcién valor absoluto:
fz) = | 3| r—3 si >3
z)= |z -3 =
—x+3 si x<3

Continuidad: como esta construida con trozos de funciones continuas,
s6lo puede ser discontinua para * = 3 (separa-férmulas). Veamos:

VALOR: f(3)=0
HI:{)I (—x+3)=0
LIMITE: lim f(z) { "7
z—3 lim (z—-3)=0
r—3+

Concluimos que f es continuaen = = 3.
Derivabilidad: podemos derivar directamente para x # 3:

f’(a:)—{ 1 s% T >3

-1 si <3

Ahora, en el separa-férmulas, detenidamente:

fL(3)= lim (-1)=-1

r—3—

FL3)= tm (1) =1

f continuaen z =3 —

Como no coinciden concluimos que no es derivable en este valor.

José Alvarez Fajardo

Cuando una funcién es continua
pero no derivable en un valor, se
dice que tiene un punto anguloso.
Observemos el punto en la grafica
de la funcién.
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Ejercicios

1. Consideremos la funcién f definida por
f(x)=3x—1

Comprueba, a partir de la definicién de derivada,
quees f'(x)=3 paratodo valorde x.

2. Obtén las derivadas de las siguientes funciones
polinémicas:

a) f(x)=x*-5x+4 b) f(x)=x*-7x-10

¢) f(x)=x—9x+1 d) f(x)=3x"-5x+1

e) f(x)=x'+3x"-9 f) f(x)=x"+x+1

3. Halla las derivadas sucesivas de la funcién
f(x)=x+4x"—8x+3
f(x)=x*+5x-3 , halla los
r2)y r£(2)
f(x)=x*+bx+c .

f)=2y f(0)==2

4. Dada la funcién
f(2),

5. Consideremos

valores

Sabiendo que es , halla

byc.

6. En la funcion f(x)=x+ax’+bx—3 , se sabe
que su gréfica pasa por el punto (1,—3) y quees
f''(0)=2 . Cuédleselvalorde a yde b?

7. Halla la funcién derivada de:

b) f(x)=xx

d) f(x)=x’Inx

a) f(x)=x"e"
¢) f(x)=x’senx

e) f(x)=e"-cosx

f) f(x)=(2x+1)e"

8. Deriva los siguientes cocientes:

2) f(x):3x +1 b) f(x):3)2c—5
x+2 x+1
o) f(x):3x +1 d) fx)= jc+1
x+2 x —4x
e) f(x):3x +1 f) f(x)=3x +1
x+2 x+2
g f(x)=2/x h) f(x)=3/x

José Alvarez Fajardo

9. Obtén f'(0) , siendo:

X X
a) f(x)= b) flx)=—"—
COS X 1+senx
c) flx)=22 d) f(x)=2508%
x+e* x+cosx

10.Deriva  las  siguientes  funciones, usando

convenientemente la Regla de la Cadena:
b) f(x)=Vx’+4

d) f(x)=cos(x+e")

a) f(x)=sen(x’+1)
©) f(x)=In(x"+x)
©) f(x)=e D flx)=e"

11.Deriva  las  siguientes  funciones, usando

convenientemente la Regla de la Cadena:
b) f(x)=Vx’+x+1

d) ()=

a) f(x)=sen(2x+4)
¢) f(x)=In(x’—5x)

e) f(x)=cos(e'—x) e”"

B flx

12.Hallemos las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x)=xIn(2x+1) b) f(x)=x"sen(5x)

d) flx)=—2

__ .3 senx
o) flx)=xe " +x = cos(3x)

13.Halla las derivadas sucesivas, hasta la de cuarto
orden, de la funcién  f(x)=x-e"
Intenta encontrar la formula de la llamada “funcién
derivada n-ésima”: £ (x)

3x

[dem para  f(x)=e

14.Dada la funcion

X+ siox<1

x+2 si

x
x>1

a) Dibuja la gréfica de la funcién.
b) Estudia algebraicamente su continuidad.
c) (Es derivable la funcién para x=1?

d) Halla la funcién derivada y calcula los valores

o), (), f1(2)

1
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15.Dada la funcién

=1 si x=<0
f(x)={ x—1 si O<x<l
x—x° si x=>1

a) Estudia su continuidad y su derivabilidad

b) Halla la funcién derivada

¢) Halla f'(=1), f'(0), f' (<),

2

16.[S/97] Dadas las siguientes funciones

f(x)=3x"~Inx g(t)=5tt3_3
h(x)=V1—x" p(x)=4xe™
calcula

a) f'(2) b) g'(1)

¢) h'(0) d) p'(0)

17.[S/97] Se ha estudiado la evolucién de la ganancia y
en pesetas, en cada instante desde un tiempo inicial,
hasta pasados 5 afios, por la fabricacién de un

determinado producto y se ha modelizado
funcionalmente dicha evolucién asi:

Durante el primer afio: y=2¢

Durante el segundo y tercer afios: y=4¢—2
Durante el resto: y=e' '

a) Construye la grafica que muestra la evolucién de
la ganancia.

b) Estudia la continuidad y derivabilidad..
18.[S/97] Sea la funcién f:R—IR definida por

10+§x si x<—-2
2
fx)={ @+1 si —2<x<2
10—§x si x=2
2

a) Representa la gréifica de f.

b) Estudia la continuidad y derivabilidaden x=2 y
x=-2.

c¢) Calcula, donde exista, la funcién derivada de f y
represéntala graficamente.

José Alvarez Fajardo

19.[S/97] Dada la funcién

3—x si x=<0
F(X)={x"+1 si 0<x=<2
x+a si x>2

donde “a” es un pardmetro real.

a) Calcule el valor de a para que f sea continua en
x=2.

b) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f
cuando a = 3.

c) Dibuje la grafica de la funcién que se obtiene
cuando a =2.

20.[S/98] Calcule las funciones derivadas de las
siguientes:

2x°

COS x

a) f(x)=

_z n X
b) g(X)—31 (5x)

c) h()c)zlesxf3
2

21.[S/98] Dada la funcién

0 si x=<0
f(xX)={ =x*+4x si O<x<4
(x—4Y+1 si  x=4

a) Represéntela graficamente.

b) Estudie la continuidad y la derivabilidad de la
funcion.

c) Obtenga los valores £'(1) y f'(5).
22.[S/99] Dada la funcién

e” si x<—1
4
f(x)= si —1=x<1
x+3
1+Inx si x>1

a) Estudie su continuidad.

b) Estudie la derivabilidad, obteniendo la funcién
derivada.

c) Calcule, si es posible, £'(0) y f'(2).
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23.[S/99] Calcule las funciones derivadas de las
siguientes funciones, simplificando su expresién
cuando sea posible:

1-3
a) flx)=—1=

X

para x#0 .

b) g(x)Z%ln(4x) para x>0 .

¢) h(x)=cosx-senx para x€R

24.[S/99] Siendo  f:IR—IR la funcién dada por:

X+3x Si x<1
f(x)= 4 si l<x=<3
(x—4)P+2 si  x=3

a) Represéntela graficamente.
b) Estudie la continuidad de la funcién.
c) Estudie la derivabilidad de f.

25.[S/00] Calcule la derivada de cada una de las
funciones siguientes:

g(x)z_—1 , h(x)=xsenx

X

26.[S/00] Dada la funcién

2x+a si x<—1
FX)=1=¥+2 si —1<x<I
In x si x>1

TPl

a) Calcule el valor de “a
en x=-1.

para que f sea continua

b) Represente graficamente la funcién sies a =3

c¢) Justifique la existencia o no de derivada en los
puntos x=-1 y x =1 para la funcién obtenida
en el apartado anterior.

27.[S/00] Dada la funcién

:i, si x<-—2
X
fxX)=l=x¥=2x+a si —-2<x<0
42—1 si x=0
X

a) Halle el valor de a para que [ sea continua.
Para dicho valor de a, jes f derivable?

b) Parael caso de a =2, dibuje la gréfica de f.

José Alvarez Fajardo

28.[S/01] Calcule las funciones derivadas de las

siguientes:
L
a) f(x)="%
X
b) g(x)=(1—x’)cosx

1
o) h(x)=4x-5 x+—
e

29.[S/01] Dada la funcién

ax*=2 si x<-2
f(x)=| a si —2<x<2 (a€R)
X si x>2

9

a) Calcule el valor de “a
en x=-2.

para que f sea continua

b) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f
cuando a =2

c) Represente graficamente la funciéon anterior
cuando a=2.

[T 1]

30.[S/01] Determine los valores que han de tomar “a” y

“b” para que la funcién:

Flx)= 4x+b si x<l1
ax*+6x—7 si x>1

sea derivable.

31.[S/02] Sea la funcién:

5 si x<2
F(x)={x"—6x+10 si 2<x<5
4x—15 si x>5

a) Represéntela graficamente.
b) Estudie su continuidad y derivabilidad.

32.[S/02] Calcule las funciones
siguientes:

derivadas de las

eSx

x -1
b) g(x)=4x-L(3x+1)
c)  h(x)=(x*—1)(x*+2x)

_x+2
T x-2

a) flx)=

d  plx)
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x<l1
x=>1

ax’+bx—3 si

33.[S/02] Dada i
2bx—4  si

flx)=

a) Determine los valores que han de tomar “a” y “b”
para que sea derivable.

b) Represente su graficapara a=1y b=2.
34.[S/02] Sea la funcién

3x—3 si
X—6x+11 si

x<2

x>2

f(x)=

a) Represéntela graficamente.
b) Estudie su continuidad y su derivabilidad.
c) (Existe algin punto donde la derivada sea nula?

35.[S/03]

a) Halle a y b para que sea continua y derivable en
el valor x =2 la funcién

—(x=1V4b si x<2

X)=
F) a(x=3V+3 si x>2
e2x+l
b) Halle la derivadade g(x)= 5
(x—1)
36.[S/03] Sea la funcién
X si ox=<l
1
— si 1<x<2
fx)={ x
x_—l si x>2
2

a) Estudie su continuidad y derivabilidad para los
valores x=1y x=2.

b) Represéntela graficamente.

37.[S/03] Sea la funcién

—4x-3 si  x=<-1
Flx)= 2x°—1 si —l<x<I
k+2 .
si x=>1
X

a) Calcule el valor que debe tomar k para que la
funcién sea continua en todo punto, y estudie su
derivabilidad para el valor de k obtenido.

b) Dibuje la gréfica de la funcién para k=-1.

José Alvarez Fajardo

38.[S/04]

a) Estudie la continuidad y derivabilidad de

X—4x+7 si x<3

fx)= 4
x—2

si x>3

b) Calcule la derivada de
g(x)=(x+1)-e***!

39.[S/04] Calcule las funciones derivadas de las
siguientes (no es necesario simplificar el resultado):

_3x—1

—(5x—x°)

a)  f(x)

b) g(x)=(x’~1)-Lx
c)  h(x)=2"*
d)  i(x)=(x—6x)(x*+1)°
40.[S/05] La f la funcién definida por
2 .
ax +1 si x<l1
x:
(%) Y4+bx+3 si x>1

es derivable. Determine los valores de a y b.

41.[S/05] Halle  f'(2), g'(4) y h'(0) para las
funciones definidas de la siguiente forma
f(x)=x2+1—§ s g(x)=(x"4+9) ; h(x)=L(x*+1)
X

42.[S/06] Calcule las derivadas de las siguientes
funciones:

_1-3x
x
b)  g(x)=(x*+2)-L(x°+2)
¢) h(x)=3"+¢"
43.[S/07]

+(5x-2)

2x*—3x+a si x<0
a) Sea x)=
) fx) Hbx+1 si x>0

Halle a y b para que la funcién sea continua y

derivable.
b) Calcule la derivada de las siguientes funciones:
glx)=—— 4 L(1-x) . h(x)=—t
(2x+5) x+1

aj
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44.[S/07] Calcule g'(3), siendo  g(x)=2x-¢**!

45.[S/07] Para g(x)=e'“+L(x+2) ,calcule g'(1).

1
46.[S/06] Calcule g''(2) siendo g(x)=—-x
x

47.1S/07] Sea la funcion

x—k
fx)=1 x+1
Y4+2x+1 si x<0

a) Calcule el valor de k para que la funcién f sea
continua en x = 0. Para ese valor de k , jes f
derivable en x =0?

si x>0

b) Para k=0, calcule lim f(x) y lim f(x)

x—+00 X——00

Cuestiones

1.

Escribe una funcién que tenga la misma derivada en
todos sus puntos.

Da un ejemplo de tres funciones diferentes que
tengan la misma derivada.

1
. La funcién f(x)=— es la derivada de una
X

funcién F(x). ¢Cudl?

. Escribe dos funciones cuya derivada sea funcién

dadapor y=cosx .

5. Escribe una funcién que sea idéntica a su funcién
derivada.

6. (Es posible que una funcién sea discontinua en un
punto y derivable en é1?

7. (Es posible que una funcién sea continua en un
punto y no derivable en él?

8. La funcién valor absoluto  y=|x| :

a) Dibuja su grafica formando una tabla de valores
con x=-2,-1,0,1,2.

b) A la vista de ella decide si es continua y si es
derivable en x =0.

José Alvarez Fajardo
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Autoevaluacion

1. Obtén la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x):3x4ex b) f(x):2f+l
x —1
¢) flx)=2xsenx d) f(x):ls—x

2. Deriva con la "regla de la cadena":
a) y=cos(x2+x)
b) y:2x2—3x
9) y=1n(x2+3x—5)
d) y=\/x2+5x
e) y=3x*sen(2x—1)
3. Obtén y'"’(0] siendo:
a) y=x'—-5x"+8x—3
b) y=e*

4. De la funcién y=x’+ax’—bx se sabe que pasa
por el punto (1,—3) y que en él se anula su
derivada.

(Cudles son los valoresde a yde b?
X+2x si x<0
5. Dada f(x)={ «x si 0<x<l1
3—x si x=1
a) Estudia su continuidad y su derivabilidad.

b) Calculemos

f(=2), f1(0), fr(05), (1), £'(2)

c¢) Dibuja su grafica.
6. Se sabe que la funcién

_|x+cosx si x<0
flx)= .
x+a si x>0

es continua en todo punto.

a) Averigua el valor de a.

b) Halla la derivada de f.
¢) Calcula f'(—x), f£'(0), f'(1)

José Alvarez Fajardo
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e) Esla derivada de un producto:

Autoevaluacion y'=12x"sen(2x—1)+6x*cos (2x— 1)

1.

a) Derivamos un producto:
frx)=12xe"+3x e =e" (124 +3x")
b) Derivamos un cociente:

2-(x*—=1)—2x(2x+1)

2 s
Simplificando:
—2x°—2x-2
f'(X)Zx—t
(x—1)

¢) Derivamos un producto:
f'(x)=2senx+2xcosx

d) Derivamos un cociente:

5-In x—l-S x
Frx)= -
(Inx)
Simplificando:
(x)= 5-Inx—5

(Inx)

a) Esla derivada de un coseno:

'

y' = —sen(x’+x)(2x+1)
—(2x+1)sen(x’+x)

b) Es la derivada de una exponencial:

y' = 2°7%(In2)(2x-3)
(In2)-(2x—3)-2°"*

c) Esla derivada de un logaritmo:

1
y' = 2—-(2x+3)
x+3x-—5
(2x+3)
x*+3x—5
d) Es la derivada de una raiz:

y' ;-(Zx—l—S)

2Vx*+5x
(2x+5)

2Vx*+5x

José Alvarez Fajardo

a) Hallamos las derivadas sucesivas:

y:x3—5x2+8x—3
{
y’=3x2—10x—|—8
l
y''=6x—10
1
y'''=6

Y sustituimos la x de la derivada tercera por O.
En este caso, al ser constante:

y'(0)=6

b) Hallamos las derivadas sucesivas:
y:eZ)c - y ,:262,\‘ N y ' ,:462)( - y, ,,:462)(
Ahora sustituimos x en la derivada tercera por 0:

y(0)=4

Observemos antes de nada que es:
y=x3+ax2—bx - y'=3x2+2ax—b

Se tiene:
y(1)=—3 - 1+a—b=-3
y'(1)=0 — 342a—-b=0

Resolviendo el sistema resultante obtenemos:

a=1,b=5

a) Al ser una funcién polinémica a trozos, sélo
puede ser discontinua x =0 yen x= 1. Veamos
detenidamente:

=0}

Vi si x=0 es y=0

T: si x=20— es y=x"+2x—0
" |si x>0+ es y=x—0

Concluimos que es continua en x = 0.

x=11
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V: st x=1 es y=2

si x—1— es y=x—1
si x—1+ es y=3—x—2

T:

Concluimos que no es continua: hay una
discontinuidad de salto finito para x = 1.

b) Derivamos directamente:

2x+2 si x<0
f(x)={ 1 si 0<x<1
-1 si x>1

Estudiemos detenidamente la derivabilidad para
x=0yen x=1:

=t

Como f es continua puede ser derivable.
Veamos las derivadas laterales:

si x—=0— es y'=2x+2-2
si x—=0+ es y'=1—1

Como las derivadas laterales no coinciden,
tenemos que f no es derivable para x =0 (es un
punto anguloso).

=

Como f es discontinua tenemos que f no puede
ser derivable en este valor.

¢) Su gréfica se compone de un trozo de pardbola
(y=x*+2x) y de dos trozos de recta
y=x , y=3—x:

6. Los datos del problema son:

José Alvarez Fajardo

a) Al ser una funcién continua en todo punto, es
continuaen x=0:

V: si x=0 es y=2

T- si x—>0— es y=x+cosx—1

si x—=0+ es y=x+a—a
De ahi obtenemos igualando que es a = 1.

b) Derivamos directamente:

l—senx si x<O
1 si x>0

f(x)=

Estudiemos detenidamente la derivabilidad para
x=0:

Como f es continua en este valor puede ser
derivable. Veamos los derivadas laterales:

si x—0— es y'=l-senx—1
si x—0+ es y'=1-1

Como las derivadas laterales coinciden, tenemos
que f es derivable para x = 0, siendo

f'(0)=1
En definitiva:
, l—senx si x<O
x)=
fix) [ 1 si x=0
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