TEMA 8

EL Espracio EucLiDEO

Contenidos Criterios de Evaluacién

Producto escalar. . Conocer el producto escalar de dos
vectores, sus propiedades e

Producto vectorial. interpretacién geométrica.

Producto mixto.

. Conocer el producto vectorial de dos
Perpendicularidad. vectores y saber aplicarlo para
) . determinar un vector perpendicular a
Distancias. otros dos, y para calcular areas de

Angulos triangulos y paralelogramos.

Conocer el producto mixto de tres
) . vectores saber aplicarlo para
Tiempo estimado y P P

calcular el volumen de un tetraedro y
de un paralelepipedo.

16 sesiones
Saber plantear y resolver

razonadamente problemas métricos,
angulares y de perpendicularidad
(por ejemplo: distancias entre puntos,
rectas y planos, simetrias axiales,
angulos entre rectas y planos,
vectores normales a un plano,
perpendicular comin a dos rectas,
etc.).
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1.Producto escalar

o Definicion y operaciones.

Para el estudio con dngulos o distancias se introduce el producto escalar:

Se llama producto escalar @-¢ de los vectores @ = (uj,u2,us) y
U = (v1,v2,v3) al nimero dado por:

U+ U = Uuiv1 + U2 + U3V3

o Ejemplo: el producto de escalarde @ = (—3,1,4)y v = (4,0,3) es:
U-7=3-(-3)+1-4=-5

Aqui tenemos recogidas las propiedades mas importantes:

Conmutatividad: U-7=0-1

Asociatividad mixta: - (t0) = (tu) - ¥ = t(u - 7)
Distributividad: - (U+w)=u-v+u-d
Positividad: i-d>0sid#0

®  Prueba: veamos la dltima. Sies 4@ = (u1 ,uz,uz) # (0,0,0) entonces

-6:u1u1+uQuQ+U3U3:uf—i—u%—i—ug>O

£l

0 Modulo y producto escalar.

El médulo del vector ¥ = (v1 , v2, v3) es el nimero dado por

Importante: el producto escalar
de dos vectores es un numero
(no un vector).

9= oF + ] + 43

(Qué mide ese nimero? Observemos el vector ¥ = (v, v2 ,v3) dibujado al
margen. Por el Teorema de Pitdgoras (aplicado dos veces) es:

OP —=0P"” + PP =BP " +0B + PP =04 +0B +0C"

|U] = \/ v} 4+ v3 + 03

o Nota: observemos que es

O lo que es igual:

5] = V7o

o« Ejemplo: demos un vector unitario con igual direccién que v = (3,4,0).

Si dividimos el vector por su longitud, el resultado serd un vector con

médulo 1 (unitario) y tendra igual direccién al ser un multiplo suyo.

Asi, hay dos vectores unitarios con igual direccién que v

con igual sentido

L1
+ — =+
5
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@ =(550)
v — z :(_§ Ly 0)
59 59

con sentido contrario

“l -~ 17: (U17U27U3)

P
-

Recuerda: se dice que un vector
es unitario cuando su longitud o
modulo es 1.
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o Angulo y producto escalar.

Recordemos la féormula que ya estudiamos el curso pasado:

El dngulo ¢ que forman los vectores no nulos @ y ¥ es el que verifica

w-v
COS Y = —r=
ul|v]
 Ejemplo: obtengamos el dngulo formado por @ =(—-3,1,4) y
7=(4,0,3):
s — —3.44+1-0+4-3 __0
4 V(=32 412 +42 - VA2 + 02432 5V26
Luego:
_T
Y73

o Observacién: Si el producto escalar de dos vectores no nulos es cero,
ambos son perpendiculares (se dice también que son ortogonales):

U-Uv=0<«<=ulv

2.Producto vectorial

Se toma como angulo ¢ entre dos
vectores el menor que determinan,
por ello,es 0 < ¢ < .

Recordemos que cuando el producto
escalar de dos vectores da cero se
dice que son vectores ortogonales.

a Definicion.

Se llama producto vectorial @ x ' de los vectores 4 = (u1,us,uz) y
v = (v1,v2,v3) al vector dado, simbélicamente, por:

—

T 7k

Uy Uz U3

S
X
<L
I

U1 V2 U3

o Nota: si desarrollamos por la primera linea obtenemos:

u Us
V1 V2

U U3
V1 U3

Uz U3
V2 U3

UX U= )

, —

o« Ejemplo: obtengamos el producto vectorial de @ = (—1,2,3) y

7= (0,-5,2).
77k
AXT=|— 2 3| =197+ 27+ 5k = (19,2,5)
0 -5 2

o Ejemplo: multipliquemos vectorialmente @ = (—1,5, —2) por si mismo:

77k
ixd=|-1 5 -2 |=(0,0,00=0
-1 5 -2

José Alvarez Fajardo

Importante: observemos que el
producto vectorial es un vector, a
diferencia del escalar que es un
ndmero.

Sorprendente propiedad: es claro
que el producto vectorial de un
vector por si mismo siempre es cero.

En las cuestiones puedes ver mas.
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a Propiedades fundamentales.

Dados dos vectores no nulos 4 y ¥, el producto vectorial @ x ¥ tiene:
a) médulo: el dado por |4 x ¢] = ||| sen (J,E)

b) direccién: perpendicular alade @ y alade v.

¢) sentido: el de un tornillo perpendicular a ambos que gira de @ a v.

< Ejemplo: obtengamos un vector unitario perpendicular a los vectores
Z=(-1,0,3)ey=1(2,1,0).

Sl

Fx = |- = 374+ 67—k=(-3,6,-1)

—_
= O
S W oIy

2

En las cuestiones estdn sefialadas propiedades adicionales.

o Aplicacion al calculo de areas.

Teniendo en cuenta cudl es el médulo del producto vectorial, es facil deducir

Dados dos vectores no nulos @ y v, el drea del paralelogramo que

determinan es igual al médulo de su producto vectorial @ x /.

o Ejemplo: Hallemos el drea del tridngulo de vértices
A=(-1,0,1), B=(2,1,1), C=(1,2,0)
El 4rea del tridngulo es la mitad de la del paralelogramo determinado por
los vectores E y @ . Calculamos

77k
ABxAC=|3 1 0 |=-7+37+4k=(-1,3,4)
9 2 —1

d(AABC)z%L@XElz@

3.Producto mixto

<y

£

g

£
X
<

S=b-h
= [a] - |v]sen

= |u x 7|

Si el producto vectorial de dos
vectores no nulos es cero, entonces
el “paralelogramo” que determinan
tiene area cero. ¢Qué interpretacion
tendra esto?

Se llama producto mixto [@, U, W] de @, ¥ y W al nimero dado por:

[@,7,w] = @ (¥ x %)

Observa que el producto mixto es un
numero, pues se frata de un
producto escalar.

Para calcularlo, lo mejor es obtener su sencilla expresion analitica:

Dados 4 = (uy ,ug,us), ¥ = (v1,v2,v3)y W = (w1 ,ws,ws), es:

(5] U9 us
[IT s ’U, U_f] = (%} V2 Vs
wy w2 ws

José Alvarez Fajardo
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La comprobacién es “simple”. Observemos que estamos desarrollando el
dltimo determinante por la primera fila:

[@,7 0] = - (T x )

U2 U3 Uy Us U U2
:(U1,U2,’LL3)' ) )
V2 V3 U1 V3 U1 V2
U2 U3 Uy usg Uy U2
= Uy — U2 + us
V2 Vg U1 V1 U2

U U2 U3
=| U1 V2 U3
wyp W2 w3

o Aplicacion al calculo de volumenes.

Teniendo en cuenta cual es el médulo del producto vectorial, es facil deducir

Dados tres vectores no nulos @, ¥ y W, el volumen del paralelepipedo que

determinan es igual al valor absoluto de su producto mixto [, ¥, W]

< Ejemplo: Hallemos el volumen del paralelepipedo determinado por
i=(-1,0,3),b6=(0,1,2),c=(1,1,1)
El producto mixto de esos vectores es
-1

0 3
@b.el=0 1 2|=-2
11 1

Luego

4.Perpendicularidad

a Vectores perpendiculares

Recordemos que dos vectores no nulos son perpendiculares cuando su
producto escalar es cero: se trata de dos vectores ortogonales.

o« Ejemplo: Dados A = (—-2,—-1,0)y B = (1,1,0), obtengamos un punto
C del eje Z de modo que AC sea perpendicular a BC.

Sera
C=1(0,0,t)
Queremos

AC L BC = AC-BC=(2,1,8)-(—1,-1,8)= -3+ =0

Luego hay dos soluciones:

¢y =(0,0,-v3) , C2=(0,0,+V3)

José Alvarez Fajardo

Recuerda que el volumen de un
paralelepipedo es igual a la
superficie de la base por la altura.

Si el producto mixto de tres vectores
no nulos nos da cero, entonces el
“paralelepipedo” que determinan
tiene volumen cero. ¢ Qué
interpretacién tendra esto?




Mates 11 Espacio euclideo

a Vector normal a un plano

Recordemos la ecuacién general de un plano: .
= (a,b,c)

Trax+by+cz+d=0/[*

Si A= (z0,90,20) es un punto determinado del plano, entonces: P
axrg + byo + czgp + do =0 [**] A
Restando [*] y [**] obtenemos: 4
a(r—x0) +b(y—yo)+c(z—2) =0
0, lo que es igual:
,b,e) - (x—x0,y — Yo,z — =0
(a,b,¢)- (@ =20,y =0, 20) La ecuacién
eso quiere decir que el vector a (x-Xo) + b (y-yo) +C (z-z0) = 0
- es muy usada en la practica. La
n= (a b, C) llamaremos ecuacién normal.

es perpendicular a cualquier vector contenido en el plano.

El vector 77 = (a, b, ¢) es un vector normal al plano de ecuacién

m:ar+by+cz+d=0

o Ejemplo: Dados los puntos A = (0,2,—1)y B = (a, 1,2), obtengamos
el valor de a para el que la recta AB es paralela al plano 7 : 3z — y = 5.

A B =
La recta serd paralela si su vector director ﬁ =(a,—1,3) es * y "
perpendicular al vector normal 77 = (3, —1,0) al plano:
1
ﬁ-ﬁ:o->a-3+(—1)-(—1)+3-0=0—>a:—§ /

Debemos observar que la recta no est4 contenida en el plano pues Ag¢m,
o Nota: Tenemos aqui una interpretaciéon geométrica a la condicién de

paralelismo que estudiamos en la leccidn anterior: si la recta 7 con vector

director ¥, = (v1,v2,v3) es paralela al plano 7:ax +by+cz+d=0

entonces

U L7 — avi +bvg+cvg =0
o Recta y plano perpendiculares
Es muy sencillo observar que si una recta r es perpendicular a un plano T,
entonces cualquier vector director de la recta es normal al plano. JA
o Ejemplo: Obtengamos la ecuacion de la recta r perpendicular al plano "
m:2x—y+324+1=0 |
por el punto A = (—1,0,3).
T
Punto: A=(-1,0,3) 41 y 5_3
—7r: = — =
Vector director: 7= (2,—1,3) -1 3

José Alvarez Fajardo 5 I
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o Ejemplo: Obtengamos la ecuacién del plano que pasa por el punto

A =(0,—-2,1)y es perpendicular a la recta

r+y= 1
r:
20— 2= -2

Como son perpendiculares, un vector director de la recta es normal al

plano:
T = A
r+y= 1 .=\ S
U R —S y=1—- N —4,=(1,-1,2)
z2=242)

Tenemos asi que conocemos un punto y un vector normal:
1-(z—-0)—-1-(y+2)+2-(2—1)=0
Simplificando:

mix—y+22—4=0

a Planos perpendiculares

Es facil observar que si dos planos son perpendiculares, cualesquiera dos

vectores normales a ellos son también perpendiculares.

rla<—nlda

o Ejemplo: obtengamos a para que sean perpendiculares los planos
m:—2x+y+3z2=0 , me:arx+3y—5z2+1=0
Deben ser perpendiculares 777 = (—2,1,3)y 71 = (a,3,—5):

iy fa=-2-a+1-3+3-(-5)=-2a—12=0—a=—6

o Ejemplo: obtengamos la ecuacién del plano que contiene a la recta

r—1 y—2 z
T = =

3 4 -1
y es perpendicular al plano 7 : . —y + 32 — 1 = 0.
De la recta sacamos un punto y un vector director para el plano:
Lr-l_y-2_ = { P =(1,2,0)
3 4 —1 T = (3,4,-1)

Y el vector normal al plano dado es otro vector director para el plano:

T:x—y+32—1=0 — n=(1,-1,3)
Asf el plano pedido tiene de ecuaciones paramétricas:

=143+ pu
y=2+4\— p
z= — A+3u

José Alvarez Fajardo
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™

1
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o
T
1
T
2

Observemos que si los planos pi y
pi' son perpendiculares, entonces el
vector normal de pi' es un vector de
direccién para pi.
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a Rectas perpendiculares

Es evidente que dos rectas son perpendiculares si lo son cualesquiera dos
respectivos vectores directores:

rls<= v, LU

o Ejemplo: hallemos el valor de a para el que son perpendicuales las rectas

rz—1 Y z+1 {x—ay:—l
= S5

T T 4T s Qy+z= 3
Es claro que un vector director de 7 es ¥, = (2, —4,5).

Saquemos un vector director de s:

q r=—14+a\
Tr—ay=— _
s:{ 5 +y 5 y=2, Y= A = U= (a,l,-2)
z =
Y 3- 2\
Debe ser
Up Us=20a—14=0—a=7

5.Distancias

a Distancia entre dos puntos.

El célculo de las distancias entre puntos no reviste ninguna dificultad:

Se define la distancia entre los puntos A y B del plano por:

d(A,B) Y a8

o Ejemplo: la distanciaentre A = (2,2,—-1)y B=(4,5,—2)es:

d(A,B) = |AB| = /22 + 32 + (-1)2 — d(4,B) = V14

o Ejemplo: averigiiemos cudl es el punto P del eje Y que dista 5 unidades
del punto @ = (0,2,4).

Pongamos P = (0, A, 0):

d(P,Q) > /(2-XN2+42=5 >\ —4\-5=0— iz_é

Hay dos soluciones: P, = (0,—1,0)y P, = (0,5,0).

José Alvarez Fajardo 7 I
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0 Distancia de un punto a un plano.

Se demuestra

Dado un punto P y un plano 7 , existe un punto ) en 7 tal que
d(PvQ) = min{d(Psz) : Ql € ﬂ-}

A dicho punto @ se le llama proyeccién ortogonal de P en 7 y se llama
distancia entre ambos a la distancia de P a Q:

ap.m 2 ar.Q
Se demuestra, ademads, que

siPemes@ = P,encuyocasod(P,r) =0

si P ¢ 7, entonces @ es el punto de 7 tal que PQ L 7.

o« Ejemplo: calculemos la distancia de P = (—1,0,1) al plano dado por
m:3r+424+1=0

Observamos, en primer lugar, que el punto no esta en el plano (al sustituir
no cumple las igualdades).

Calculamos la recta que pasa por P y es perpendicular a :

r=—14+3\ P
-
y= 0
z= 144\ ~ 1ﬁ
1

El punto proyeccion () es la interseccién de 7 con :

Q
2
3(—1+3)\)+4(1+4A)+1:oﬁ)\:_% T
31 17 6 8
T { pumy _—— —_— f— p— — .
enemos asi que () <2570,25>YP6 (25707 25) .

Luego la distancia del punto al plano recta es:

5) () =3
P = _— _— = —
|ﬁ‘ \/( 25 + 25 5
o Nota 1: observemos que ademds, el procedimiento anterior nos permite

hallar el punto P’ simétrico de P respecto de r, pues:

P+ P
2

37 9
= P'=2Q-P P’:(—— —)
Q — Q - TR

Existe una sencilla férmula que permite obtener la distancia y que se usa
cuando aplicar el procedimiento anterior es demasiado complejo:

Si P = (x0,Y0,20)y 7:ax+by+ cz+d =0 entonces:
|axo + byo 4 czo + d|

Va2 4+ b2 4 2

o Ejemplo: comprueba la férmula con el estudio anterior.

d(P,m)

José Alvarez Fajardo 8'
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a Distancia de un punto a una recta

Se demuestra

Dado un punto P y una recta r, existe un punto () en r tal que
d(P.,Q) =min{d(P,Q;): Qi €r}

A dicho punto () se le llama proyeccién ortogonal de P en r y se llama
distancia de P a r a la distancia entre ambos:

awp,nar,Q
Se demuestra, ademads, que

siPeres@= P,encuyocasod(P,r)=0,

si P &7 entonces Q es el punto de r tal que PQ L r.

o« Ejemplo: Obtengamos la distancia del punto P = (1,2,—1) a la recta

definida por
{ T+y=2
T
z=4

Observamos, en primer lugar, que el punto no estd en la recta (al sustituir
no cumple las igualdades).

Expresamos () en funcién de un pardmetro:

=9 T=2-—A
r:{l y*4 YA = A S Q=(2-A, ). 4)
z =
z=4

Queremos que sea 1@ 1 o,
3
(—/\+1,)\—2,5)-(—1,1,0):O%2)\—3:0%)\zi
1 3 1 1
Tenemos asi que :(_ — 4) P :<__ —— )
que Q= (5,5,4)y PG =(-5.-5.5
Luego la distancia del punto a la recta es:

= (3)+ (3) v =

o Nota 1. Observemos que ademds, el procedimiento anterior nos
proporciona la ecuacion de la secante perpendicular s desde el punto P:

r—1 y—2 z+1
S = =

-1 -1 10
y nos permite hallar el punto P’ simétrico de P respecto de r, pues:
P+ P
—; =Q - P =2Q-P — P'=(0,1,9)

w Nota 2. Otro modo de obtener (): si calculamos la ecuacién del plano 7
que pasa por Py es perpendicular a 7 tenemos que es () =7 N 7.

José Alvarez Fajardo 9'
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Existe una férmula que permite obtener directamente la distancia y que se
basa en la interpretacién geométrica del médulo del producto vectorial:

La distancia del punto P a la recta r viene dada por:

B \ﬁxﬁr]

d(P,r)= — r Ur
|V |
donde son P, un punto y ¥, un vector director de la recta. AP 1) Super ficie
9 r)=

< Ejemplo: comprobemos la férmula con el estudio anterior. Para ello base

primero calculamos el producto vectorial |P, ﬁ X Ty

PP xT =(-1,2,-5) x (~1,1,0) = (-5, -5,1) ||
Y aplicando la férmula:
\Prﬁ X U.| /Bl /102
d(P,r)= - = =
%] V2 2
a Distancia entre dos planos
Se llama distancia entre dos planos a la menor que hay entre dos respectivos
puntos cualesquiera de ellos.
Si son planos secantes es evidente que dicha distancia es cero.
Si son paralelos, la distancia es la obtenida al calcular la distancia de un
punto cualquiera de uno de ellos al otro plano.
o Distancia entre recta y plano
Se llama distancia entre recta y plano a la menor que hay entre dos
respectivos puntos cualesquiera de ellos.
Si son secantes o si la recta estd contenida en el plano es evidente que dicha
distancia es cero.
Si son paralelos, la distancia es la obtenida al calcular la distancia de un
punto cualquiera de la recta al plano.
o« Ejemplo: Obtengamos la distancia de la recta 7 al plano 7, siendo:
—1 1
r:%:%:z , mi—x+y+z=>5
Veamos primero la posicion relativa. Como P, r

UM — 3-(-1)4+2-1+1-1=0
d(r,m)=d(F,m)
la recta o estd contenida en el plano o es secante con él. Pero al ser

P.=(01,-1,00—7m:—-14+(-1)+0#5—>PFP. ¢m7

Tenemos que es paralela. Asi: s
-1-1-5 7
d(’l“,ﬂ'):d(PT,ﬂ'): | | = 5

VEDP T+ V3

José Alvarez Fajardo 1 OI
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o Distancia entre dos rectas

Si 7 y s son dos rectas distintas, se llama distancia entre ambas a la menor
que hay entre dos respectivos puntos cualesquiera de ellas.

Si las rectas son secantes, entonces la distancia entre ambas es cero.

Si las rectas son paralelas, la distancia que las separa es la obtenida al
calcular la distancia de un punto cualquiera de una a la otra recta.

Si las rectas se cruzan, el caso es mds complejo.

o Ejemplo: Obtengamos la distancia entre las rectas

T =2+2u
r—1 z+2
T =y = S: =
5 Yy 3 ) Y u
z=1

Observemos que no son paralelas pues ¢ = (2,1,-3)y 75 = (2,1,0)
no son dependientes.

Ahora obtenemos un punto genérico de la recta r y otro genérico de s, asi
como el vector va de uno al otro:

P.o= (142X, —2+3))
}—>PTPS(1—2)\+2u,—)\ +1,3—-3))
Py=(2+2p,p,1)

. .. . 55 - D |~
La distancia minima se obtiene cuando PP L U, y P Ps L U, asi:

e
PP, 7 = =14\ + 5+ 11 =0 3

PP, % — —BA+5u+2=0

Tenemos asi que

P.=(3,1,1), Ps—<§,§,1> aPqu:<l _2 0)
5 5 5§

Luego la distancia entre las dos rectas es :

1\? 2\° 1
(r,s) \/ 5) "\5) T
o Nota 1. Observemos que ademds, el procedimiento anterior nos

proporciona la ecuacion de la recta que corta a ambas y es perpendicular
a ambas a la vez. Es la llamada secante perpendicular comtn:

r—3 y—1 =z-1
1 =2 0

o Nota 2. Otro procedimiento: hallamos la ecuacién del plano que contiene
ary esparalelo as:eseplanoes m: 2 + 2y — 1 = 0.

t:

Ahora calculamos la distancia de cualquier punto de la recta s, como
puede ser P; = (2,1,0), al plano:
_24+0-1] 1

d(r,s)=d(Ps,n) Nt R

José Alvarez Fajardo
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Existe una férmula que permite obtener directamente la distancia y que se
basa en la interpretacion geométrica del producto mixto:

La distancia de la recta r a la recta s viene dada por:

[BP.5.5 ]

d(r,s)=

[T X U]

< Ejemplo: comprobemos la férmula con el estudio anterior.
1 0 3
2 1 3 |=-3
210

[F—’T?)"z_)},’ﬁs} =

T X U =(2,1,3) % (2,1,0) = (=3,6,0)

Y aplicando la férmula:

6.Angulos

Es relativamente simple obtener el dngulo determinado por rectas y planos,
calculando el dngulo que forman dos vectores mediante el producto escalar.

o Angulo entre dos rectas

Dos rectas secantes determinan cuatro regiones angulares opuestas dos a dos
por el vértice. Asi, dos rectas secantes determinan dos dngulos, o y f, que

r r B
8 T
S S

son suplementarios. Se denomina dngulo entre ellas al menor de ellos.

o Ejemplo: obtengamos la medida del 4ngulo que forman las rectas

r—2 y—-3 r_y+1
T = g =%, Sig=T =2
Saquemos dos vectores directores y calculemos el dngulo que forman a
través del producto escalar:

17r:(_1>270)
ﬁs:(370a1)

—_—
— oS (’UT ,vs) =

|
R

Luego:

. 3
(7,8) = arccos —— = 64°53'45"

V50

José Alvarez Fajardo

lume
d(r,s) = V?glzjmen

[P 5,5

[T X U]

Es claro que dicho angulo se puede
obtener a partir de sus respectivos
vectores de direccion:

r S
o

U, o 7,

s S

12]
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a Angulo entre dos planos
Si tenemos dos planos de ecuaciones
T +biy+ciz+di =0 , @o:ax+byy—+coz+de=0

es simple observar que, si no son paralelos, el dngulo diedro agudo que
determinan es igual al dngulo agudo que determinan sus respectivos vectores
normales.

< Ejemplo: obtengamos la medida del dngulo que forman los planos
m:—zr+y—z=2 , m:2x+y=-—1

Saquemos dos vectores normales y calculemos el dngulo que forman a
través del producto escalar:

iy =(—1,1,-1) <H A> -1
— cos (11,7 ) = —
iy = (2,1,0) V)T 15

Luego:

S 1
(7r1 ,7T2) = arccos — ~ 75°2'12"

V15

o Angulo entre recta y plano

Podemos observar que el dngulo agudo ¢ formado entre una recta y un plano
es el complementario del dngulo agudo ¢ determinado por el vector director
de la recta y el normal al plano.

o Ejemplo: obtengamos la medida del 4ngulo que forman los planos
r—1 y+5

1 —2 o
Saquemos el vector director de la recta y el normal al plano y estudiemos
el angulo que forman a través del producto escalar:

T D o (70) =
ii=(1,0,-2) "

T Tix—2z=1

Luego:

. 1
(r,7) = 90° — arccos =~ 78°32'13"

José Alvarez Fajardo

St

<
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8. [S/08] Considera los puntos

Ejercicios A(2.0.1), B(-1,1.2), 0(2.2,1), D(3.1,0)

1. [S/08] Sea la recta s dada por a) Calcula la ecuacién del plano m que contiene a los
puntos B, C, D.

_ r—z = -—1
5= { 2y+z = 3 b) Halla el punto simétrico de A respecto del plano
.
Estudia la posiciéon relativa de s y de

me = x + y = 3, y deduce la distancia entre ambos.
2. [S/08] Considera los puntos
A(1,1,0), B(1,1,2),C(1 —1,1).

a) Comprueba que no estdn alineados y calcula el
drea del tridngulo que determinan.

b) Halla la ecuaci6n del plano que contiene a A y es
perpendicular a la recta BC.

3. [S/08] Halla la ecuacién del plano que pasa por el
origen y es perpendicular a la recta r definida por

x—1 y+1 2z-2
2 3 1

4. [S/08] Dado los puntos A(2,1,1), B(0,0,1),
halla los puntos C en el eje OX tales que el drea de
AABC es 2.

5. [S/08] Sean la recta dada por

7‘—{ =1
T lzrz—y=0

y sean los planos

r

m=x+y+z2z=0 , m=y+2=0
Halla la recta contenida en el plano m;, que es

paralela al plano 7, y que corta a la recta 7.

6. [S/08] Halla las coordenadas de un punto de la recta
definida por

= { r—y—z=-1
3x — 2z =-5
que equidiste de los puntos
A(2,1,-1), B(—2,3,1)
7. [S/08] Para m # 0, se consideran

T — z
. = = 2. = —1:—
rrmr=y=z+2,S5 1 Y 5

Halla el valor de m para el que las rectas son
perpendiculares.

José Alvarez Fajardo

9. [S/09] Considera el punto A(1,—2,1) y la recta r
definida por las ecuaciones

r= { Tty = 2
Tl 22+y+2z = 7
a) Halla la ecuacién del plano perpendicular a r que

pasa por A.
b) Calcula la distancia del punto A a la recta r.
10.[S/09] Considera las rectas definidas por

7_:{ r—y+3=0 32{ 2y+1=0
" larz4+y—2—-1=0 """ lz—-2243=0

a) Determina la ecuacién del plano que contiene a r
y es paralelo a s.

b) ;/Existe algin plano que contenga a r y sea
perpendicular a s? Razona la respuesta.

11.[S/09] Se consideran las rectas definidas por

T = T =l
r= Yy = , S= y=pu—1
z=A—2 z=-1

Halla la ecuacién de la recta perpendicular comun a
ambas.

12.[S/09] Consideremos la recta r definida por
r= { Tty =2
" ly+z=0
y los puntos A(2,1,0), B(1,0,—1).

Determina un punto C' de la recta r tal que los
segmentos C'A y CB sean perpendiculares.

13.[S/09] Consideremos el punto P(1,0,—2) asi
como la recta r y el plano 7 definidos por #

Tz{x+2y—1=0

Jt+z—2=0 ,m=2x4+y+32—1=0

a) Halla la ecuacién del plano que pasa por P, es
paralelo a r y es perpendicular a 7.

b) Halla la ecuacion de la recta que pasa por P,
cortaary es paralela a .

1
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14.[S/09] Sean el plano la recta dados por
r—2 y+1 2z-2
2 1 2

a) Determina la ecuacién del plano paralelo a m que
contiene a la recta.

m:3x —2y—2z2="T,71:

b) Halla la ecuacién de plano ortogonal a T que
contiene a 7.

15.[S/09] Halla la ecuacién de la recta que pasa por el
punto A(1,1,—1), es paralela al plano de ecuacién
x—y+z=1ycortaal eje Z.

16.[S/09] Sea la recta

T:{3x+2y:0
- 3r+2=0

a) Determina la ecuacién del plano perpendicular a
r que pasa por el punto P(1,1,1).

b) Halla los puntos de 7 cuya distancia al origen es
de 4 unidades.

17.[S/09] Consideremos el punto y la recta

_ r+y+2z=1
D T_{J:—2y—4z—1

P(2,3,—
Halla el punto de la recta que estd mds cerca del
punto.
18.[S/10] Considera los puntos
A(1,0,2), B(-1,2,4)

Determina la ecuacién del plano formado por los
puntos que equidistande A yde B.

19.[S/10] Considera los puntos
A(1,1,1), B(0,-2,2), C(-1,0,2), D(2,-1,2)

a) Calcula el volumen del tetraedro de vértices
A, B,C,D.

b) Determina la ecuacién de la recta que pasa por
D y es perpendicular al plano que contiene a los

puntos A, B,C .
20.[S/10] Considera las rectas r y s de ecuaciones
B I _ r—2y = -—1
r=rx—-1=y=1 z,s_{ vtz = 1

Halla el 4ngulo que forman 7 y s.

José Alvarez Fajardo

21.[S/10] Los puntos P(2,0,0) y Q(—1,12,4) son
dos vértices de un tridngulo. El tercer vértice S
pertenece a larecta r de ecuacién

:{4x+3z = 33
y = 0

a) Calcula las coordenadas del punto S sabiendo
que 7 es perpendicular a la recta que pasa por
P ypor S.

b) Comprueba si el tridngulo es rectdngulo.
22.[S/10] Considera los puntos
A(1,2,1) , B(—1,0,3)

Halla la ecuacién del plano perpendicular al
segmento AB y que pasa por A .

23.[S/10] Considera el plano
n=2r—y+nz=0
y larecta r dada por

z—1

r—1 y

m 4 2

con m#0.

a) Calcula. m y n para que la recta r sea
perpendicular al plano 7 .

b) Calcula m y n para que la recta r estd
contenida en el plano 7 .

24.[S/10] Calcula el area del tridngulo cuyos vértices
son los puntos de interseccion del plano
6x + 3y + 22 = 6 con los ejes de coordenadas.

25.[S/10] Sean los puntos
A(1,1,1),B(-1,2,0),C(2,1,2)

Halla la ecuacién de un plano perpendicular al
segmento determinado por A y B, que contenga
al punto C' .

26.[S/10] Sean los puntos
A2,\,N),B(=X,2,0),C(0,A,A—1)

a) ;Existe algin valor de A € R para el que los
puntos A, B,C estén alineados? Justifica la
respuesta.

b) Para A =1 halla la ecuacién del plano que
contiene al tridngulo de vértices A,B,C.
Calcula la distancia del origen de coordenadas a
dicho plano.

2|
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27.[S/10] Halla el punto simétrico de
respecto de larecta r de ecuacién

z+1

P(1,1,1)

r—1 'y

2 3 -1
28.[S/11] Considera los puntos

A(1,k,3), B(k+1,0,2), C(1,2,0), D(2,0,1)

Calcula los valores de k para los que los puntos
A, B,C, D forman un tetraedro de volumen 1.

29.[S/11] Dados el plano y el punto
T=x+2y—2=0, Q(1,-2,3)
Halla el punto simétrico de () respecto de .
30.[S/11] Dados los puntos
A(1,0,0),B(0,0,1),P(1,-1,1)
y la recta definida por

_Jr—y—-2 =0
Tﬁ{ z = 0

a) Halla los puntos de la recta r cuya distancia al
punto P esde 3 unidades.

b) Calcula el drea del tridngulo AABP .

31.[S/11] Dados el punto P(1,1,—1) y la recta de
ecuaciones

:{a:—f—z = 1
S ly+z = 0

Halla la ecuacion de la recta contenida en el plano
de ecuacién y + z = 0, que es perpendicular a r y
pasa por P .

32.[S/11] Sea el punto P(2,3,1) y la recta r dada

r = 1
por las ecuaciones y = =2\,
z = A

a) Halla la ecuacion del plano perpendicular a r
que pasa por P .

b) Calcula la distancia del punto P alarecta 7 y
determina el punto simétrico de P respecto de
T,

33.[S/11] Considera los planos
respectivamente por las ecuaciones

(.I’,y,Z):(Q,O7)+)\(17—2,0)+,U,(0,]_7—1)
2c+y—24+5=0

y w2 dados

José Alvarez Fajardo

Determina los puntos de la recta r definida por

-1
r=y+1= Z_ig que equidistan de 7y y mo

34.[S/11] Dadas las rectas definidas por

z+7 y—7 o= 2

r= = =z , S=4q¢ Yy = —5H
2 —1

z o= A

a) Halla la ecuacién de la recta que corta

perpendicularmente a ambas.

b) Calcula la distanciaentre 7 y s.

35.[S/11] Considera los puntos
A(1,0,2), B(1,2,-1)

a) Halla un punto C de la recta de ecuacion
r—1 Ly
3 2
tridngulo de vértices A, B y C tiene un
angulo rectoen B .

r=

que verifica que el

b) Calcula el drea del tridngulo de vértices A, B y
D, donde D es el punto de corte del plano de
ecuacion 2z —y + 3z =6 coneleje OX.

36.[S/11] Considera los planos dados por
m:3x—y+2—4=0

meix—2y+z—1=0

m3:x+2z—4=0

Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto

P(3,1,—1), es paralela al plano 7; y corta a la
recta interseccion de los planos w9 y 73 .

37.[S/11] Determina el punto simétrico del punto
A(—3,1,6) respecto de larecta r de ecuacién

_y+3  z+1

2 2

38.[S/12] El punto M (1,—1,0) es el centro de un
paralelogramo y A(2,1,—1) y B(0,—2,3) son
dos vértices consecutivos del mismo.

r—1

Determina uno de los otros dos vértices y calcula el
area de dicho paralelogramo.

39.[S/12] Calcula de manera razonada la distancia del
eje OX a la recta de ecuaciones

7’—{ 2r—3y = 4
"l 2r-3y—2 = 0
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40.[S/12] Calcula la distancia entre 7 y s, donde
r+3 y—9 =z2-8
-6 4 4

41.[S/12] Los puntos A(1,1,5) y B(1,1,2) son
vértices consecutivos de un rectdngulo ABCD. El

vértice C', consecutivo a B, estd en la recta
y—6 241
xr = =
-2 2

Determina los vértices C'y D.
42.[S/12] Sean los puntos
A(Ovovl) ) B(]‘»Ov*l) ) C(Oa1772) ’ D(1>270)

r

a) Halla la ecuacién del plano 7 determinado por los
puntos A, By C.

b) Calcula la distancia del punto D al plano 7.

43.[S/12] Halla el punto simétrico de P (2,1,-5)
respecto de la recta definida por

T:{a:—z = 0
T lx4+y = -2

44.[S/12] De un paralelogramo ABCD conocemos tres
vértices consecutivos:

A(2,-1,0),B(=2,1,0),C(0,1,2)

a) Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el
centro del paralelogramo y es perpendicular al
plano que lo contiene.

b) Halla el area de dicho paralelogramo.
¢) Calcula el vértice D.
45.[S/12] Consideremos los vectores
u=(k,1,1),v=(2,1,-2)w=(1,1,k)

a) Determina los valores de k para los que 4+ V y
V — W son ortogonales.

b) Para k= —1, determina aquellos vectores
ortogonales a V y W y que tienen médulo 1.

46.[S/12] Encuentra los puntos de la recta
x—1 22—y

r= = — =

4 2

que distan cuatro unidades del plano

z—3

T=x—2y+2z=1

José Alvarez Fajardo

47.[S/12] Determina el punto P de la recta
r+3 y+5 z+4
2 3 3

que equidista del origen de coordenadas y del punto
A(3,2,1).

r

48.[S/12] Considera el punto P (1,0,2) asi como la
recta dada por

7’—{ 20—y =4
T ly+22=8

a) Calcula la ecuacién del plano que pasa por Py
es perpendicular a 7.

b) Calcula el punto simétrico de P respecto de la
recta .
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Cuestiones

1. Se dice que una base es ortonormal los vectores de
dicha base son unitarios y ortogonales dos a dos.

Comprueba que estos vectores forman una base
ortonormal:

a)i,j,k
b) otra

2. El determinante de las componentes de tres vectores
de es cero. {Forman esos tres vectores una base?

—

3. Demuestra que la proyeccion p de un vector b
sobre otro vector &, tal y como vemos a
continuacion:

ST

Viene dada por

ST}
S

p:

l
Halla la proyeccion de uno sobre otro.
4. Halla el vector proyeccién de uno sobre otro.

5. Comprueba que el siguiente vector siempre es
unitario; esto es, tiene moédulo 1:

@ = (cosasen 8 ,sen asen 3, cos (3)

6. Producto vectorial de los vectores de la base
canonica.

7. Comprueba las siguientes propiedades del producto
vectorial:

8. Comprobacién de que el producto vectorial no tiene
la propiedad asociativa.

José Alvarez Fajardo

9. Férmula de la distancia de un punto a una recta, con
somera explicacién y ejemplo

10.Férmula de la distancia de un punto a un plano, con
somera explicacion y ejemplo
11.Férmula de la distancia entre dos rectas que se

cruzan, con somera explicacion y ejemplo.

12.Escribo tres vectores. El producto mixto de tres
vectores es cero. Pido el volumen del paralelepipedo
({Coémo son esos tres vectores? ;Qué interpretacion
geométrica puede darse?

En la figura observamos

A
ﬂ_.:(:os@ — Li: E: =
b bl [&l[b]

Multiplicando ambos miembros por |b|:
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Autoevaluacion

1. Consideremos

P=(1,0,-1) , r:x—i—Z:%:Z . T 224 3y+2-6=0
a) Halla el 4rea del tridngulo determinado por el plano 7 y los ejes coordenados.
b) Calcula la distancia de la recta al plano.

¢) Obtén la ecuacion de la recta que pasa por P, es perpendicular a r y es paralela a .

2. Consideremos
z—y=1

, mirx+y+z=3
z=2

P=(-1,1,0) , r:{

a) Calcula las coordenadas del simétrico de P respecto de 7.
b) Halla los puntos de  que distan 3 unidades de P.

¢) Obtén la medida del dngulo determinado por r y .

3. Consideremos los puntos
A=(1,0,1) , B=(2,-1,1) , C=(-1,1,2) , D=(1,-1,-1)
a) Estudia si son coplanarios.
b) Halla el simétrico de D respecto del plano 7 que pasa por los otros tres.

¢) Si ABC son los vértices consecutivos de un paralelogramo, halla su drea. ;Es un rectdngulo?

4. Sean las rectas de ecuaciones

r= 242X
r—ay=1
T { , S:4 Y= — A
z =
z=—1
a) Discute su posicidn relativa.
b) Para ¢ = —2 halla la distancia entre ambas.
5. Consideremos
s—1 r=—44+X—3u
T 3 :§:z—i—1 , m:rx—y+3z2+7=0 , mo: y=14+ X

Z=U

Determina el punto de la recta que equidista de los planos.

José Alvarez Fajardo 6 I
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Autoevaluacion

1.

a) Puntos de corte del plano con los ejes coordenados:

Corteconeje X: y=2=0+— 1:22—-6=0 - =3 — A=(3,0,0)

CorteconejeY z=z=0+ 7:3y—6=0 - y=3 — B=(0,2,0)

CorteconejeZ: z=y=0— m:2—-6=0 —- 2=6 — C=(0,0,6)

El drea del tridngulo ABC' es la mitad de la del paralelogramo determinado por los vectores z@ y
x@ . Calculamos

it

x@)(zﬁ: -3

-3

— 127+ 187+ 6k = (12,18,6)

o Ny
o o ™

o (MABC) = % A8 x AC| = %\/122 IR 6 = _Vzo4 — 3V (wna)

b) Veamos antes si la recta es paralela o no. Usamos la condicién de paralelismo:
avi +bva+cv3=2-14+3-(-2)+1-4=0 — r |«

Asi, para hallar la distancia de r a 7 basta calcular la distancia de un punto cualquiera de la recta al

plano. Tomamos, por ejemplo, Py, = (—2,0,0):

2-(-2)4+3-0+0—6 10 5v14
d(T,?T):d(Por,ﬂ'):‘ (=2) + * ‘: =

22432+ 12 via 7

¢) Ya tenemos un punto de la recta s que se quiere hallar: P = (1,0, —1). Intentamos ahora obtener un

vector director:

(u.a.)

slr — @ L7, R B
o — U || xA=]1 -2 4 |=(-14,7,7)
s|lm — Us L
2 31
Asi, la ecuacién de la recta s pedida es:
=1y z+1
S VR
2.
a) Primero calcularemos el punto proyeccién @ de P = (—1,1,0) sobre .
Expresamos () en funcién de un pardmetro:
) r=14+A
rT—y= =
r:{ Y 0 =2 Y= A =2 Q=(1+X),2)
z =
z =2

Queremos que sea Pa 1 7,

José Alvarez Fajardo
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b)

c)

a)

b)

1
Pii?-m:o - (A+2,A-1,2)-(1,1,00=0 - 2A+1=0 — )\=—§
. (1 1 )
Tenemos asique Q = | =, —=,2 ).
27 2
El punto @ es el punto medio del segmento que une P con su su simétrico P’. Asf:

P+ P
2

Llamemos A a ese punto. Como estd en la recta 7 serd, igual que antes, A = (1 + A\, \,2).

=Q - P'=2Q—-P — P =(2,-2,4)

A= 0
PAI=3 5 JO+2)+OA+12+2=3 5 222420 =0 — N

Hay dos soluciones:
A= (17072) ) Ay = (07_172)

Para hallar el angulo que forman la recta con el plano calcularemos primero el que forman el vector
director de la recta ¢- = (1,1,0) con el vector normal del plano 7 = (1,1,1):

Uy - 11 2 2
CosStYp = ——— = — 1) = arccos — = 35°15'52" . r
o[l v2v/3 V6 i
Luego el angulo formado entre 7 y : ¥
¢ = 90° — 35°15'52" = 54°44'8" P\
/ g

Como en el segundo apartado lo necesitaremos, vamos a obtener
la ecuacién general del plano que pasa por los tres primeros.

Punto: A=(1,0,1).
Vectores directores: Bﬁ’s =(1,-1,0) ﬁ —-2,1,1).
Su ecuacion es:
z—1 y z—1
1 -1 0 =0
-2 0 1

simpli ficando

—x—y—2+2=0—>x+y+z—2=0

Ahora comprobamos si el punto D estd en ese plano:
D=(1,-1,-1) »:m:1-141-2#0 - D¢n
Concluimos entonces que no son coplanarios (pues D no estd en el mismo plano que los otros tres).

Brevemente: primero calcularemos la ecuacion de la recta r que pasa por el punto D y que es
perpendicular al plano 7. A continuacién calcularemos el punto () interseccion de r con 7 (la
proyeccién de D en 7). Por tltimo hallaremos el simétrico P’ teniendo en cuenta que el punto medio
del segmento PP’ es Q.

La recta r pasa por el punto D = (1,—1,—1) y tiene la direccién del vector normal al plano
=(1,1,1):

José Alvarez Fajardo 8 I
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r= 14X
T y=—-1+2A
z=—1+A

Ahora hallamos a interseccion de esa recta con el plano, que es el punto proyeccion Q:

P m:1l4+A-14A-14+2-2=0—=3A=3 = A=1

Es:
Q=1(2,0,0)
Como el punto medio del segmento PP’ es Q:
P+ P
J; =Q - P=2Q-P — P =(3,1,1)

c) Si ABC son vértices consecutivos, entonces AB y BC son lados no paralelos (cuidado: AC no es un
lado, es una diagonal). Asi, el drea del paralelogramo es igual al médulo del producto vectorial de

BA=(-1,1,0)y BC = (-3,2,1):

77k
— 5
BAxBC=|-1 1 0|=r+7+k=(1,1,1)
3 2 1

,@7=|B—1>4><ﬁ|=m=\/§ (n.a.)
Para comprobar si es un rectdngulo, veamos si dos de sus lados son perpendiculares:
BA-BC=(-1,1,00-(-3,2,1)=(-1)-(-3)+1-240-1=5
Tenemos asi que no es un rectidngulo pues:

BA-BC+#0 — BALBC

4. Antes de nada, vamos a pasar la recta 7 a paramétricas:

rz=1+4+au
r—ay=1 =,
T — il Y= 7
z=0
z2=0

a) Veamos en primer lugar si los vectores directores son dependientes (proporcionales):

Ur:(a/7170) _)H HH _)a ]. O_) 2
Uy || U —=— = a=—
¥, = (2,-1,0) nE 2 -1 0
Tenemos asi que si a = —2 las rectas son paralelas (ficil observar que no son coincidentes).

Si a # —2 las rectas o son secantes o se cruzan. Tomamos P, = (1,0,0) y Ps=(2,0,—-1) y

calculamos

José Alvarez Fajardo
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—1 0 1
det[Ps P, , U, ,Us| = a 1 0|=a+2+#0
2 -1 0

Deducimos asf que en este caso se cruzan. Resumimos:

a=—2 — paralelas
a# —2 — secruzan

b) Sabemos de lo anterior que son paralelas, asi para hallar la distancia entre ellas basta tomar un punto
de una recta y calcular la distancia a la otra.

Tomemos el punto P. = (1,0,0) y calculemos su proyeccién () sobre s. Serd:

Q=(2+2\,-\,-1)

Queremos que sea P,a 1 ¥y

2
PT@-ES:O = (242\,-X,-1)-(2,-1,00=0 = 5A+2=0 — A:—g
Tenemos asi que Pra = (% , % , —1).
Asf:
1\?  [2)? V30
d(?",s):d(Pr,s):|PrZ§|: (7> +<7> +12= —
5 ) b}
5. Pasando la recta a paramétricas veremos como es el punto buscado:
= 1+3\
r—1 vy
ri—g :§:z+1—>r: y = 20— P=(14+3X,-2X,-1+ 1)
z=—14+ A

Los planos a los que equidista P son:
mir—y+32+7=0
z+4 y—1 =z

T2 1 1 0=0
-3 0 1

operando

r—y+32+5=0

Se verifica:
[T+ 3X—2XA—3+3\+7| B 14+ 3X =2\ —3+3\+5|

V11 V11
Simplificando:
o 4AN+5=4XA+3 — no
|4\ + 5| = [4A + 3|
NOAN+5 = 4N -3 = A =1
Sustituyendo:

P=(-2,-2,-2)

José Alvarez Fajardo 1 O I
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