TEMA 6

Si1sTEMAS DE ECUACIONES

Contenidos Criterios de Evaluacién

Definiciones y generalidades. . Saber expresar un sistema en
forma matricial y conocer el
concepto de matriz ampliada del
Sistemas y matrices. mismo.

Método de Gauss.

Regla de Cramer. . Conocer lo que son sistemas
compatibles, determinados o

Teorema de Rouché , : . .
indeterminados, e incompatibles.

Frobenius.
Saber expresar la solucion de un
sistema indeterminado en
Interpretacién geométrica. términos de una  solucion
particular y de las soluciones del
sistema homogéneo asociado.

Sistemas homogéneos.

Tiempo estimado
. Saber clasificar un sistema de
12 sesiones ecuaciones lineales con tres
incognitas como maximo y que
dependa, a lo sumo, de un
parametro.
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Sistemas de Ecuaciones

1.Definiciones y generalidades

a Definiciones.

Vamos a dar las definiciones y las notaciones usuales:

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas es un conjunto de
igualdades de la forma:

a1 Ty + aprs + -+ a1, = by
g a1171 + @122 + -+ a1, = by
Am1T1 + Q2T + -+ ATy, = by,

Donde:
- a;; son niimeros reales dados llamados coeficientes
- bj son nimeros reales dados llamados términos independientes

— x; son las incégnitas, es decir, nimeros reales desconocidos que deben

verificar simultdneamente las m igualdades del sistema.

o Ejemplo: el sistema S es un sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas. Observa que no es un sistema lineal

r+4y =1
S : 5 y
T4—y=25

o Ejemplo: S es un sistema de dos ecuaciones lineales con tres incégnitas.

Jr+dy-32=1
| 224+3y+2=5

Recordemos qué es una solucién de un sistema y qué es resolverlo:

+ Diremos que la sucesiéon de nimeros reales (S1,82,...,8,) €S una
solucién del sistema S si al sustituir en el sistema la incégnita x; por s;
obtenemos m igualdades numéricas.

« Resolver un sistema es averiguar si un sistema tiene solucién,
encontrando todas sus soluciones, si las hubiera.

o Ejemplo: comprueba que la solucién de S es (z,y) = (1, —3)

rT+2y = =95
S:¢ 3x+y = 0
rT—y = 4

. . / . .,
o Ejemplo: razona que el sistema S no tiene solucion

g r+y+z=2
|l z+y+z=5
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a Clasificacion de los sistemas lineales.

La siguiente clasificacién de los sistemas lineales es la que comtinmente se
usa, atendiendo al nimero de soluciones:

Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es:
+ Incompatible si no tiene ninguna solucion.

« Compatible determinado si tiene solucion tnica.

« Compatible indeterminado si tiene infinitas soluciones.

Observemos que un sistema lineal
con solucién, bien es compatible
determinado bien es indeterminado.

o Ejemplo: El sistema de tres ecuaciones con dos incdgnitas

T—y = 1
S r+y =
r—3y = -3

es compatible determinado. Podemos observar que la solucién es
(x,y) = (3,2). Estamos ante tres rectas secantes en un punto.

< Ejemplo: El sistema de tres ecuaciones con dos incognitas

20+ 3y = 9
S:< 3x—-5by = 4
5c —2y = —6

es incompatible. Estamos ante tres rectas secantes dos a dos, pero que no
tienen ningdn punto en comun.

o Ejemplo: El sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas
T+ = 2
S Y
x+y = 5

es claramente incompatible: no pueden cumplirse a la vez ambas
igualdades. Estamos ante dos rectas paralelas.

o Sistemas equivalentes.

s
/
t L~ P
r
N
- y
AN N
t/ = A
P /s
-

Diremos que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si tienen las
mismas soluciones.

o Ejemplo: puede comprobarse que los sistemas siguientes
T+ = 3 T+ = 3
Sl . Y s SQ . 4
r—y = -1 2x = 2

son equivalentes, ya que ambos tienen la misma tnica solucién
(xvy) = (172)-
Observemos que el sistema S2 se ha obtenido reduciendo la incégnita y
en el sistema 5.
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2.Método de Gauss

o Transformaciones validas

Si sometemos un sistema de ecuaciones a las siguientes transformaciones
obtendremos un sistema equivalente:

« Permutar ecuaciones.
¢ Multiplicar los dos miembros de una ecuacién por un nimero no nulo.
« Afadir o suprimir una ecuacién que es combinacién lineal de otras.

e Sustituir una ecuacién por otra que es el resultado de anadirle una

Cuando resolvemos una ecuaciéon o
un sistema lo transformamos en otro

equivalente cuya resolucién
esperamos sea mas facil, o incluso
algo trivial.

Aqui tenemos cuales son esas
transformaciones validas a las que
podremos someter un sistema de
ecuaciones:

combinacion lineal de otras ecuaciones.

o Ejemplo: Los sistemas siguientes son equivalentes:

x+2y=1 |e'|=¢

x+y=3

x+2y=1
—y=2

S: S’

e'y=e,—e

o Sistemas escalonados.

Los sistemas siguientes se denominan escalonados. Resuélvelos:

_ x+2y—z=1
¥ x+§)y;6l y S —y+2z=2
Y 47=-8

a Método de Gauss.

Es un procedimiento para convertir todo sistema en otro que sea escalonado,
usando las transformaciones elementales anteriores.

o Ejemplo: observemos como se resuelve el sistema

[ x+2y—z=1 |e';=¢, x+2y—z=1
S: x+y+z=3 l|e,=e,—e, | S'i—y+2z=2
t2x+ 4y=z=0 l|e',=e,—2e, l z=-2

Ahora vamos hallando el valor de las incégnitas “escalonadamente”:

e; — z=—2
e, &> y=—2+2z=-06
e, & x=1-2y+z=11

o Ejemplo: observemos ahora un sistema incompatible

x+2y—z=1 |e' =e, x+2y—z=1
S: xty+z=3 |e',=e,—e | S'j—y+2z=2
2x+4y=22=0 |e¢',=e,—2e, t 0=-2
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Su resolucion es muy simple: la
Ultima ecuacién permite obtener una
incégnita, al sustituir ésta en la
anterior obtenemos el valor de otra,
y asi sucesivamente.

Estamos ante un sistema compatible
determinado cuya Unica solucién es:
[x,y,zl]=[11,-6, 2|

Como vemos, la tercera ecuacion se
ha convertido en una igualdad
absurda, que no puede cumplirse
para ningun valor de las incognitas.
Esto significa que el sistema no tiene
solucion.

3l
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o Ejemplo: observemos como se resuelve el sistema

X+2y—Z:] 6’126‘1 X+ 2)’_Z:l
S x+y+z=3 e',=e,—e STl —y+2z=2
2x+4y—2z=2 €’2:€’3_26’1 { 0=0

Vemos que la tercera ecuacién se ha convertido en una identidad, y nos
hemos quedado con mas incégnitas que ecuaciones. Pasemos la incégnita
z al segundo miembro y expresemos las otras incdgnitas en funcién de
ella:

e, — 7=t
e, — y=—2+2z7=—2+2t
e, & x=1-2y+z=5-31¢

Es compatible indeterminado. Todas sus soluciones vienen dadas por

x=5-3¢
Solucion: { y=—2+4+21¢
=t

donde es ¢ un nimero real cualquiera, denominado pardmetro.

Si deseamos obtener soluciones numéricas concretas, damos a ¢ valores
numeéricos concretos:

=1 - [x,y, z=(2,0, 1

=0 — 1x v, z) =5, -2, O)

o Ejemplo: resolvamos el sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas

e’ =e, gl Xt 2y=-3

| =5y=10

{

S:[x+ 2y=-3
| 3x+y=I

I = —_
e',=e,—3e,

Ahora vamos hallando el valor de las incégnitas “escalonadamente”:

e, & x=—-3-2y=-3+4=1

o Nota: a la hora de aplicar el método de Gauss podemos olvidarnos de las
incégnitas y tratar sélo con los coeficientes y términos independientes. En
el primer ejemplo:

1 2 -1 1 /i 1 2 -1 1
111 3 | f-f 0 —1 2
2 4 -1 0] |f—27,] 10 0 1 =2
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Observemos que estamos ante un
sistema compatible indeterminado.
En ellos la solucion queda
expresada en funcién de uno o mas
parametros.

Estamos ante un sistema compatible
determinado cuya Unica solucion es:
x, yl=(1,-2]
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3.Sistemas y matrices

o Notacion matricial.

Un sistema de ecuaciones lineales puede expresarse siempre como una

igualdad matricial.

Por ejemplo, consideremos el siguiente caso:

r + 2y + =z = -1 1 2 1 x —1
r + 3y + 2z = -2 — 1 3 2 y |l =1 -2
2¢ 4+ Sy + 4z = 2 2 5 4 z 2
Las matrices que intervienen son:

1 2 1 T —1

C= 1 3 2 X = Y B=| -2
2 5 4 z 2
coeficientes incoégnitas términos

Observemos que el sistema ha quedado expresado asfi:

C-X=B

Otra matriz muy importante, como veremos luego, es la denominada matriz

ampliada del sistema:

2 1|-1

3 2| -2 = (C|B)
5 4| 2

A:

DO =

a Resolucion matricial

Si la matriz C de los coeficientes es cuadrada e invertible, es posible resolver

el sistema usando de la matriz inversa de la siguiente forma:
CX=B—-C 'CX=C"'"B->1.-X=C"'B»X=C"'B

En el caso que estamos viendo, la inversa de la matriz de coeficientes es:

2 -3 1
c = 0o 2 -1
-1 -1 1
De donde:
T 2 -3 1 -1 T 6
Y = 0o 2 -1 -2 — Y =1| —6
z -1 -1 1 2 z 5
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Estamos ante un sistema compatible
determinado cuya Unica solucién es:
(x,y,z|=(6,-6,5
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4.Regla de Cramer

Es un Teorema practico que se refiere a sistemas de ecuaciones lineales con
igual nimero de nimero de ecuaciones que de incdgnitas y que permite
obtener la solucién a través de determinantes:

Consideremos el sistema de n ecuaciones lineales con n incdgnitas

a1121 + -+ 1Ty = bl
S: “e . —

Ap1T1 + -+ AppTyp = bn

Si la matriz de los coeficientes tiene determinante distinto de cero, entonces

el sistema es compatible determinado. .
Se llama sistema de Cramer a un
Y, en ese caso, la solucién viene dada por sistema de n ecuaciones y n
incognitas con determinante de la
o — det(ka) b1 " g;ar:)nz de coeficientes distinto de
’ det(C) Y :

donde C designa a la matriz de los coeficientes y C,, designa a la matriz
que se obtiene al sustituir en C' la columna k por la matriz columna de los
términos independientes.

L <

o Ejemplo: resolvamos el sistema de ecuaciones lineales siguiente

2 + y + =z = 3
r + 2y + z = 4
xr + y + 2z = 2

Observemos en primer lugar que es un sistema de 3 ecuaciones con 3
incégnitas con:

det =4

— =N
=N =
N — =

Tenemos asi que es un sistema compatible determinado con:

3 1 1 2 31 2 1 3
4 2 1 1 4 1 1 2 4
_ 2 1 2 3 B 1 2 2 7 1 1 2 1
e S
o Ejemplo: el sistema
r + 2y = 4
2 + 4y = 5
no es un sistema de Cramer, ya que det(C) = 0. Observemos que es

incompatible.

José Alvarez Fajardo 6'
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5.Teorema de Rouché-Frobenius

El Teorema de Rouché-Frobenius permite clasificar y caracterizar los
sistemas de ecuaciones lineales a través del rango, ofreciéndonos una
completa respuesta sobre su compatibilidad y sobre la obtencién de su
solucidn:

Sea S un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas. Designemos
por C a la matriz de coeficientes del sistema y por A a la matriz ampliada
con los términos independientes.

a) Sirg(C) # rg(A) entonces el sistema es incompatible.
b) Sirg(C) =rg(A) entonces el sistema es compatible.
Supongamos que rg(C') = rg(A) = h.

1) Sih =n entonces S es compatible determinado.

2) Si h <n entonces S es compatible indeterminado, de modo que la
solucion depende de n — h pardmetros.

o« Procedimiento: Supongamos que es rg(C) =rg(A) =h y que A #0
es un menor en C' de orden h. Entonces:

El sistema es equivalente al sistema que estd formado s6lo por las
ecuaciones que se corresponden con las filas que conforman a A.

Las incégnitas principales son aquellas que se corresponden con las
columnas que conforman A. Las n — h restantes, si las hubiera, son
incdgnitas libres (parametros).

o Ejemplo: Discutamos y resolvamos, usando el Teorema de Rouché

+ ¥y — =z
S r — Yy — 2z = 3
3 + y — 3z = 5

Observemos los determinantes:

AL 11 40
S .
1 1 |-1 1 11
Al=| -1 —1|-1|=|C|=0,A%2=| -1 —-1|3[=0
3 1 -3 3 15

Deducimos de aqui que es
rg(C) =rg(A) =2<3

Tenemos que el sistema es compatible indeterminado, dependiendo la
solucién de 3 — 2 = 1 pardmetro.

Para resolverlo, observemos que:

1. Las incdgnitas principales son e y — las correspondientes a A, —, y
la incégnita z es libre (pardmetro).

José Alvarez Fajardo

Tenemos asi:
rg(C) = rg(A): sistema compatible.
rg(C) < rg(A) : sistema incompatible.

El procedimiento se deduce de la
demostracion.

Este sistema puede interpretarse
geométricamente asi: estamos ante
tres planos distintos que se

interceptan en una recta.
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2. Es S es equivalente al sistema formado por las dos primeras
ecuaciones — las correspondientes a A, —:

r+y=14+=2
"l z—y=3+=

Resolviendo este sistema y poniendo z = ¢, tenemos que la solucion es:

r= 2+t

o Ejemplo: Discutamos, segun los valores del pardmetro a el sistema

2 + 3y — 4z = 1
S:< dxr + 6y — az = 4
r + y 4+ =z = 10

Observemos que la matriz ampliada del sistema es:

2 3 411
A= 4 6 —al 4
1 1 a | 10

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes, que es una
matriz cuadrada:

det(C) =a—8
Tenemos los siguientes casos:
Caso 1: a # 8.

El estudio de los rangos es sencillo, pues det(C') # 0 es un menor de
orden 3 tanto de C' como de A y no hay menores de orden superior:

rg(C) =rg(4) =3

Concluimos que el sistema es compatible determinado.

Caso2:a = 8.
2 3 4|1
A= 4 6 -—-8| 4
1 1 8110

Observemos los menores:

4 6

A =
2 11

£0

2 —4 1

3
Al=|4 6]-8|=|C|=0,A3=14 4 |=2
1 1| 8 1 0

Deducimos de aqui que el sistema es incompatible al ser

rg(C) =2 <rg(A) =3

[\V]
= O W
[a—

José Alvarez Fajardo 8'
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6.Sistemas homogéneos.

2a) Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es homogéneo cuando
todos sus términos independientes son cero.

2b) Todo sistema homogéneo tiene solucidn: igualando todas las incdgnitas
a cero. Por ello a esta solucién se la denomina solucién trivial.

2¢) En un sistema homogéneo sélo puede darse una de estos dos casos:
rg(C) =rg(A) = n° de incognitas: solucién tnica (la trivial).

rg(C) =rg(A) < n° de incognitas: infinitas soluciones.

7.Anexo: interpretacion geométrica

Lo bésico a la hora de interpretar un sistema de ecuaciones lineales de tres
incdgnitas es:

¢ Una ecuacion lineal de tres incdgnitas representa un plano en el espacio.
Cada punto del plano es una solucién de la ecuacién.

¢ Dos planos bien son secantes en una recta bien son paralelos. Observemos bien este detalle: dos
planos en el espacio nunca seran

e Resolverlo es buscar el punto o los puntos que tienen en comun todos los | secantes en un dnico punto.

-2 . En el n n |
planos. Cada uno de esos puntos es una solucién del sistema. sl caso de que sean secantss, lo
seran a lo largo de una recta, a

o« Ejemplo: el sistema es incompatible. veces denominada arista.
[ r + y + 2z =1 Estamos ante dos planos paralelos:
r + oy + oz = 3 no hay ningun punto en comun.

o Ejemplo: el sistema es compatible indeterminado.

r + vy + z =1 sol Estamos ante dos planos secantes
[B] : v -y + 2 = 3 — (x,y,2)=(2—-1t,—-1,1) en una recta.

o Ejemplo: los siguientes sistemas son incompatibles. T ———

y un tercero secantes con cada uno

z +y + 2z =1 T+ oy + = de ellos a lo largo de una recta.
Cl: ¢ =z + y + =z = 2 ,[D]: r — y + z = 3 En [D] tres planos que no tienen
o N ningln punto en comun, aunque dos
ro- oy oz =3 3z 4+ y £+ 32 =0 a dos son secantes en una recta.
o Ejemplo: el sistema es compatible determinado:
r + y + z =1
[E] . x — y + z = 3 5_Ol> (m,y , z) — (2 ,—1, 0) Estamos ante tres planos secantes
en un punto.
r + y — z =1

o Ejemplo: el sistema es compatible indeterminado: observemos que la
solucién depende de un pardmetro.

r + v + =z =1
Fl:d ¢ — y + 2z = 3 2@ y2)=02-t,-1,1)
3 + y + 3z = 5

Estamos ante tres planos secantes
en una recta.

José Alvarez Fajardo 9'
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8.Apéndice: demostraciones

o Demostracion Teorema de Cramer
Como C es invertible, tenemos:
CX=B—-C'CX=C"'"B>1-X=0C"'"B>X=C"'B

Luego el sistema S tiene solucién tnica:

(r1,22,...,2n) = (81,82,...,5,)
Si llamamos C; ... C), alas columnas de C, entonces:

51C1 + 8202+ -+ +5,C, =D

Calcularemos si:

det(Cy,) =det [B,Cy,...,CY]

= det Zskck,cg,...,cn
k=1

n

= det [s1Cy,Ca ... ,Cn] +det | Y 5,Ck,Ca,... ,Cy

k=2
:sldet[Cl,C’g,... ,Cn]+0
= 51 det(C)
Despejando
det(Cy,)
X1 = ———1"
det(C)
De forma anéloga se obtienen las restantes incognitas. #

a Demostracion Teorema de Rouché

Supongamos en primer lugar que el sistema tiene solucién, siendo una de

ellas (x1,22,... ,2n) = (81,82,-..,8n). Se tiene asi que
aii A1n b1

S1+ -+ Sp =
Am1 Amn bm

Tenemos por ello que la dltima columna de A es combinacién lineal de
las anteriores y por ello puede eliminarse sin que varie el rango:

ai; o a1, | b aipr - Qi
rg(A):rg P P .« o :rg P :rg(c)

Am1  * Gmn | b Qm1  Omn

Supongamos ahora que rg(A) = rg(C) = h.

José Alvarez Fajardo
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Hay un menor en C' de orden h que es distinto de cero. Podemos suponer
que es el formado por las % primeras filas y columnas es distinto de cero
(si no fuese asi, bastaria cambiar el orden de las ecuaciones y de las
incdgnitas):

aip v i

A= o |40
R

Al ser rg(A) =h y A #0 un menor principal de ella de orden h,
tenemos que todas las h primeras filas de A son linealmente
independientes y las demds —si las hay— son combinacién lineal de ellas.
Teniendo en cuenta que cada fila de A se corresponde con una ecuacién
de S, tenemos que el sistema es equivalente al formado por las h
primeras ecuaciones:

a1121 + - -+ apxn, = by
S’ . =
ap1T1 + -+ appTy, = by

Si rg(A) =1g(C) = h =n, el sistema S’ es un sistema de Cramer.
Tenemos asi que S’ tiene solucién tinica, y por tanto también S.

Sirg(A) =rg(C) = h < n, pasando xp 41, ..., T, al 2° miembro:

A las n — h incégnitas que pasamos
al segundo miembro y que pueden
S’ = tomar cualquier valor se les llama
incognitas libres o parametros.
ap1r1+ -+ apTy, = by — —Qppi1Thel — ... — QRNT, A Iqsl h incégnitas expresadas en

funcion de ellas se les llama
incégnitas principales.

anry + -+ apry = by — a1p41Thg1 — ... — a1nT,

! . ., . .
De nuevo tenemos que S° es un sistema de Cramer: hay solucién tnica

para las h primeras incégnitas, pero en funcién de las n — h restantes
incdgnitas, que pueden tomar cualquier valor.

José Alvarez Fajardo 1 1I
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. [S/08] Dado el siguiente sistema de ecuaciones
Ejercicios I y T
1. [S/08] Dado el sistema de ecuaciones lineales v+ (ktly + kz = k+1
x + Ay — z = 0 . ;
2 + oy + Az = 0 a) Determina el valor del pardmetro £ para que sea
4+ By — Ar = A+1 incompatible.

a) Clasificalo segtn los valores del parametro A.
b) Resuélvelo para A = —1.

2. [S/08] Considera el siguiente sistema de ecuaciones

r + vy + z = a-—1
2r + y + az = a
r + ay + 2z = 1

a) Discttelo segun los valores del pardmetro a.
b) Resuelve el caso a = 2.
3. [S/08] Sabemos que el sistema de ecuaciones

2 — y + 3z =1 }
r + 2y — z = 2
Tiene las mismas soluciones que el que resulta al
afiadirle la ecuacion
ax +y+T7z="7.
a) Determina el valor de a.

b) Calcula la solucion del sistema inicial de dos
ecuaciones, de manera que la suma de los valores
de las incégnitas sea igual a la unidad.

4. [S/08] Considera la matriz

1 1 1
A= m m2 m?3

m m m2

a) Halla los valores del pardmetro m para los que el
rango de A es menor que 3.

b) Estudia si el sistema

T 1
A Y = 1
z 1

tiene solucién para cada uno de los valores de m
obtenidos en el apartado anterior.

José Alvarez Fajardo

b) Halla el valor del pardmetro k para que la
solucion del sistema tenga 2 = 2.

. [S/08] Halla los valores del pardmetro m que hacen

compatible el sistema de ecuaciones:

—-xr + 2y — 2z = 2
2r + y + 2z = m
r + 3y — 2z = m?

. [S/08]

a) Determina razonadamente los valores del
pardmetro m para los que el siguiente sistema de
ecuaciones tiene mds de una solucién:

2 + y + z = mz
z + 2y + z = my
x + 2y + 4z = mz

b) Resuelve el sistema anterior para el caso m =0y
para el caso m = 1.

. [S/08] Un cajero automadtico contiene sélo billetes de

10, 20 y 50 euros. En total hay 130 billetes con un
importe de 3000 euros.

a) (Es posible que en el cajero haya el triple nimero
de billetes de 10 que de 507

b) Suponiendo que el nimero de billetes de 10 es el
doble que el ntimero de billetes de 50, calcula
cuantos billetes hay de cada tipo.

. [S/09] Tratamos de adivinar, mediante ciertas pistas,

los precios de tres productos A, By C

« Pista 1: Si compramos una unidad de A, dos de B
y una de C gastamos 118 euros

» Pista 2: Si compramos n unidades de A, n + 3 de
B y tres de C gastamos 390 euros

a) ¢Hay algtn valor de n para el que estas dos pistas
sean incompatibles?

b) Sabiendo que 7 = 4 y que el producto C cuesta el
triple que el producto A, calcula el precio de cada
producto

1
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10.[S/09] 15.[S/09] Sea el sistema de ecuaciones
a) Discute segun los valores A el siguiente sistema: r + y = m+1
3r + My ~ 0 ¢+ omy 4+ 2=
" Todr = A mr + y — z = m
r + y + 3z = 1 ¢) a) [1,5] Determina los valores de m para los que

b) Resuélvelo para A = 0.

11.[S/09] Una empresa envasadora ha comprado un
total de 1500 cajas de pescado en tres mercados
diferentes, a un precio por caja de 30, 20 y 40 euros
respectivamente. El coste total de la operacién ha
sido de 40500 euros. Calcula cudnto ha pagado la
empresa en cada mercado, sabiendo que en el
primero de ellos se ha comprado el 30 % de las
cajas.

12.[S/09] Dado el sistema de ecuaciones lineales

r 4+ Ay + z = 4
xr + 3y + 2 = 5
X+ oy + oz = 4

a) Discitelo segun los valores de pardmetro A.

b) Resuélvelo en el caso A=1.

13.[S/09]
a) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales
T + z = 2
—x 4+ vy + 2z = 0
- + 2y 4+ bz = 2

b) Calcula A sabiendo que el siguiente sistema tiene
alguna solucién comin con el del apartado (a):

r + y + 2z = 1
-r + y + 3z = 1
x + 2y + Az = -3

14.[S/09] Dadas las matrices

—2 -2 1 x
A= —2 1 =2 , B=| y
1 -2 -2 2

a) Calcula, si existe, A~

b) Resuelve el sistema AX =3X e interpreta
geométricamente el conjunto de sus soluciones.

José Alvarez Fajardo

el sistema es compatible.

d) b) [1 punto] Resuelve el sistema en el caso

m = —1.
16.[S/10] Considera el sistema
{ 3r—2y+z2 = 5
2c0 —3y+z2z = —4

a) [1,5] Calcula razonadamente un valor de A para
que el sistema resultante al afiadirle la ecuacion
T +y+ Az =9 sea compatible indeterminado.

b) [1] ¢Existe algin valor de A para el cual el
sistema resultante no tiene solucién?

17.[S/10] Sean las matrices

1 2 3 -2
A= a 1 3 , B= 3
0 2 « 4

a) Determina los valores de « para los que A tiene
inversa.

b) Calcula la inversa de A para o =1.

¢) Resuelve, para o =1, el sistema de ecuaciones
AX =B.

18.[S/10] Sea el siguiente sistema de ecuaciones

Ne4+y+z = AN+2
2 —Ay+z2 = 2
r—y+Az = A

a) Discitelo segin los valores de A.
siempre solucién?

; Tiene

b) Resuelve el sistema para A = —1.

19.[S/10] Considera el siguiente sistema de ecuaciones :

m+2)z— y—2z = 1
—-r— y+z = -1
rT+my—z = m

a) Disciitelo segun los valores de m.

b) Resuélvelo parael caso m = 1.
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20.[S/10] Consideremos el siguiente sistema:

—-r + Ay + z = A
Ax + 2y + (A+2)z = 4
x + 3y + 2z = 6—A

a) Discute, segin los valores del pardmetro A
b) Resuelve el sistema anterior para A = 0 .

21.[S/10] Consideremos el siguiente sistema:

Ar + 2y + 6z = 0
20 + Ay + 4z = 2
2c + Xy + 6z = A-2

a) Discute, segun los valores del pardmetro A
b) Resuelve el sistema anterior para A = 2.

22.[S/11] Dadas las matrices

1 1 0 T
A= 2 t+1 t—1 , B= y
-2t —1 0 t+3 z

a) Calcula el rango de A segtn los valores de ¢ .

b) Razona para qué valores de ¢ el sistema
homogéneo AX = 0 tiene mds de una solucion.

23.[S/11] Considera el sistema de ecuaciones

20 — 2y + 4z = 4
2z + z = a
-3 — 3y — 3z = -3

a) Disciitelo segun los valores del pardmetro a .
b) Resuélvelo cuando sea posible.

24.[S/11] Dado el sistema de ecuaciones lineales

-Xr + y + z =1
r 4+ Xy + z = 2
e+ oy + 2z =1

a) Clasifica el sistema segun los valores de A .
b) Resuelve el sistema anterior para A = 0 .

25.[S/12] Dado el sistema de ecuaciones

kx + 2y = 3
—x + 2kz = -1
3r — y — Tz = k+1

a) Estudia el sistema segtn los valores de k.

b) Resuélvelo para k = 1.
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26.[S/12] Sea el sistema de ecuaciones

z + (k+1l)y + 2z = -1
kx + y + z = 2
x - 2y — z = k+1

a) Clasificalo segun los distintos valores de k.
b) Resuélvelo para el caso k = 2.

27.[S/12] Considera el siguiente sistema de ecuaciones
con dos incégnitas:

kx + 2y = 2
2r + ky = k
r — y = -1

a) Prueba que el sistema es compatible para
cualquier valor del pardmetro k.

b) Especifica para qué valores del pardmetro k es
determinado y para cuéles indeterminado.

¢) Halla las soluciones en cada caso.

28.[S/12] Considera el sistema de ecuaciones

x - Y = A
22y + Az = A
- - y — Xz = 0

a) Clasificalo segtin los distintos valores de A .
b) Resuélvelo para A =0y A = —1.

29.[S/12] Dado el sistema de ecuaciones lineales

x + y + z = A+1
3y + 2z = 2X+3
3z + A\—-1ly + =z = A

a) Resuelve el sistema para A = 1.
b) (Para qué valor de A tiene una tnica solucién?
¢) (Existe algin valor de A para el que el sistema

admite la solucién (—1 .0, 1) .
2 2

30.[S/12] Consideremos el sistema

v 4+ oy + kz = 1
2¢ + ky = 1
y + 2z = k

a) [1] Clasifica el sistema segiin los valores de k.
b) [0,75] Resuélvelo para k& = 1.
¢) [0,75] Resuélvelo para k = —1.

3l
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31.[S/12] Se considera el sistema de ecuaciones

x + ky + 22 = k+1
x + 2y + kz = 3
k+Dz + y + 2z = k+2

a) Determina los valores de k para los que el
sistema tiene mas de una solucién.

b) ¢Existe algtin valor de k para el cual el sistema
no tiene solucién?

¢) Resuelve el sistema para & = 0.

32.[S/12] Un estudiante ha gastado 57 euros en una
papeleria por la compra de un libro, una calculadora
y un estuche. Sabemos que el libro cuesta el doble
que el total de la calculadora y el estuche juntos.

a) (Es posible determinar de forma unica el precio
del libro? ;Y el de la calculadora? Razona las
respuestas.

b) Si el precio del libro, la calculadora y el estuche
hubieran sufrido un 50%, un 20% y un 25% de
descuento respectivamente, el estudiante habria
pagado un total de 34 euros. Calcula el precio de
cada articulo.

33.[S/13] Considera el siguiente sistema de ecuaciones

lineales:
xr — y + z =0
2 + 3y — 2z = 3
a) Determina el valor de m para el que al afiadir la
ecuacion

z+my+4z=-3

al sistema anterior se obtenga un sistema con las
mismas soluciones.

b) Calcula la solucién del sistema para la que la
suma de los valores de las incégnitas sea 6.

34.[S/13] Consideremos el sistema de ecuaciones
lineales

2 — 4y + 6z = 6
my + 2z = m+1
—3x + 6y — 3Imz = -9

a) Discute el sistema valores del

parametro 1.

segiin los

b) Resuélvelo para m = 3 y calcula, si es posible,
una solucién en la que y = 0.
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35.[S/13] Considera el siguiente sistema de ecuaciones
lineales

r + 2y + z = 0
z — Yy + mz = m-—2
mr + Yy + 3z = m-—2
a) Discute el sistema segiin los valores del

parametro m.
b) Resuélvelo, si es posible, para m = 2.

36. [S/14] Considera el siguiente sistema de ecuaciones
lineales

r 4+ 2y — 3z = 3
2 + 3y + =z = 5

a) Calcula o de manera que al afiadir una tercera
ecuacion de la forma ax 4+ y — 7z = 1 el sistema
resultante tenga las mismas soluciones que el
original.

b) Calcula las soluciones del sistema dado tales que
la suma de los valores de las incégnitas sea 4.

37.Dado el sistema de ecuaciones

r + (m+ly + 2z = -1
mr + Yy + z = m
(I-m)z + 2y + z = —-m-—1
a) Discute el sistema segin los valores del

pardmetro m.

b) Resuélvelo para para m = 2. Para dicho valor de
m calcula, si es posible, una solucién en la que
z =2,

38.Dadas las matrices

r — y + mz = 0
mx + 2y + z = 0
-z + y + 2mz = 0

a) Halla los valores del pardmetro m para los que el
sistema tiene una tnica solucién.

b) Halla los valores del pardmetro m para los que el
sistema tiene alguna solucién distinta de la
solucién nula.

¢) Resuelve el sistema para m = —2.



Mates Il

Sistemas de Ecuaciones

39. Dado el sistema de ecuaciones

Ay + (A+Dz = A
Az + z = A
x + Az = A
a) Discute el sistema segliin los valores del

parametro A.
b) Resuelve el sistema para A= 1.

c) Para A = 0, si es posible, da tres soluciones
distintas.

Cuestiones

1.

Si a un sistema incompatible de dos ecuaciones con
dos incdgnitas le afnadimos una tercera ecuacion,
(podriamos  lograr que fuese compatible
indeterminado? Razona la respuesta.

Escribe un sistema S de dos ecuaciones con tres
incégnitas de modo que (x, y, z]=11,2, 3]
solucién. Resuelve luego el sistema.

Escribe, cuando sea posible, sistemas de ecuaciones
que respondan a las caracteristicas siguientes:

a) Un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas
que tenga infinitas soluciones.

b) Un sistema de dos ecuaciones con tres incégnitas
que sea compatible y determinado.

¢) Un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas
que no tenga ninguna solucién.

d) Un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas
que tenga solucién dnica.

Razona, en cada caso, tu respuesta.

Sean § y S dos sistemas distintos de ecuaciones
lineales con los mismos coeficientes.

a) Justifica con un ejemplo que S puede ser
compatible y S 'incompatible.

b) Si los dos sistemas son compatibles, ;puede tener
S solucién tnica y S ' infinitas soluciones?
Justifica la respuesta.

Un sistema de tres ecuaciones lineales con dos
incdgnitas, ;puede ser compatible y determinado?
En caso afirmativo, da un ejemplo.
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6.

Escribe tres sistemas de tres ecuaciones con dos in-
cOgnitas cuya interpretacién geométrica, en cada
caso, se corresponda con las siguientes representa-
ciones:

a) Tres rectas paralelas.
b) Tres rectas secantes.

¢) Dos paralelas y una secante con cada una de
ellas.

En un sistema con igual nimero de ecuaciones que
de incdgnitas el determinante de los coeficientes es
Cero.

(Puede ser un sistema compatible?
(Puede tener solucién tnica?
(Se puede aplicar la Regla de Cramer?

El rango de la matriz de los coeficientes de un
sistema de cuatro ecuaciones lineales con tres
incdgnitas es tres.

(Qué rango puede tener la matriz ampliada?
(Cudntas soluciones tiene el sistema?

Si el rango de la matriz de un sistema de tres
ecuaciones con dos incégnitas es dos, discute como
puede ser el sistema.

10.En un sistema homogéneo de 3 ecuaciones con 2

incégnitas, la matriz de coeficientes tiene rango 2.
(Cudntas soluciones tiene el sistema?

11.El rango de la matriz de coeficientes de un sistema

de tres ecuaciones con tres incognitas es 1. ;Qué
rango como mdximo puede tener la matriz
ampliada? ;Cémo puede ser el sistema en cuanto al
ndmero de soluciones?

12.Anade una ecuacion al el sistema

r + y 4+ z = 1
y 4+ 2z =
de modo que el nuevo sistema sea:
a) Incompatible.
b) Compatible determinado.

¢) Compatible indeterminado.

13.Escribe un sistema de tres ecuaciones con tres

incdgnitas compatible indeterminado en el que una
de las incégnitas s6lo tenga una solucion.
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14.;Qué puedes decir de un sistema lineal no
homogéneo, de cuatro ecuaciones con tres
incégnitas, que al resolverlo mediante el método de
Gauss, conduce a la siguiente matriz ampliada?

2 -1 =310
0 -1 0|1
0 0 414
0 0 01

José Alvarez Fajardo
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Autoevaluacion
1. Consideremos el sistema de ecuaciones lineales
2r — 4y + 6z = 6
my + 2z = m+1
-3 + 6y — 3mz = -9

a) Para el valor del parametro m = 1, halla la inversa de la matriz de coeficientes y resuélvelo matricialmente.
b) Discute el sistema segun los valores del pardmetro m.
¢) Resuélvelo para m = 3y obtén la solucién en la que es y = 0.

2. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

kx + 3y = 7
z — y = —k
2r + y = 4

a) Discute el sistema segun los valores del parametro k, dando la correspondiente interpretacién geométrica.
b) Resuélvelo para k = 1 usando la Regla de Cramer.

3. Considera las matrices

1 2 2 T
-1 0 -2 ) ,X=|yw
0 -1 1 z

(Existe algdn valor real de A para el cual el sistema AX = AX tiene solucién distinta de la trivial? Si la
respuesta es afirmativa, calcula el valor de A y resuelve el sistema; si es negativa, di por qué.

4. Considera el siguiente sistema:

xr — y + z =0
2t + 3y — z = 3
a) Determina el valor de m para el que al afiadir la ecuaciéon x 4+ my + 4z = —3 al sistema anterior se obtenga

un sistema con las mismas soluciones.
b) Calcula la solucién del sistema para la que la suma de los valores de las incégnitas sea 6.

5. Una fabrica de electrodomésticos tiene una produccién semanal fija de 42 unidades. La fébrica abastece a tres
establecimientos —digamos A, B y C—, que demandan toda su produccion.

En una determinada semana el establecimiento A solicité tantas unidades como B y C juntos y, por otro lado, B
solicitd un 20% madas que la suma de la mitad de lo que pidié A maés la tercera parte de lo que pidi6 C.

Plantee, sin resolver, el sistema de ecuaciones necesario para averiguar cudntas unidades solicité cada
establecimiento dicha semana.

José Alvarez Fajardo 7 I
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Autoevaluacion

1. Llamemos S al sistema
a) Param = 1 tiene C inversa, as{:
CX=B—-X=C"'B

En nuestro caso:

x 1 —15 24 —14 6 J T 7
y _ E 4 12 4 9 operando _ 9
3 0 2 -9 z 0

b) Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes y vemos cuando es cero:

det(C) = —6m? +18m =% _6m2 4 18m =0 —>m=0,m =3

Casol: m#0ym # 3.
Como det(C') # 0 y no hay mds de tres filas en la ampliada
rg(C) =rg(4) =3

S es compatible determinado.

Caso2: m = 0.
2 —4 6 6
A= 0 0 2 1
-3 6 0] -9
Observemos los menores:
Ag_' A0 % AL =1C|=0,A3=] 0 2| 1|[=36#0
0 2 6 0 —9

Deducimos de aqui que S es incompatible al ser:
1g(C) = 2 # rg(A) = 3

Caso 3: m = 3.

Observemos los menores:

2 4

Ao =
" lo 3

2 —4
40 2lames, Al || =0,A2=| 0 3
6

rg(C) =rg(A)=2<3=n

Deducimos de aqui:

S es compatible indeterminado con 3 — 2 = 1 pardmetro.

José Alvarez Fajardo 8 I
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¢) Del estudio anterior se deduce ademds que S equivale al sistema formado con las dos primeras ecuaciones
(filas del menor principal), con e y como incégnitas principales (columnas del menor principal) y 2 como
incdgnita libre o pardmetro :

S

20 —4y =6 — 62
3y=4—-2z

Poniendo z = A y resolviendo:

17— 13\ 4 — 2\ )
= A
(x7y7z) < 3 ) 3 9

2. Haremos ambas cosas:

Calculamos el determinante de la matriz ampliada y vemos cudndo es cero:

det(A) = k2 —10k+9 =% 12 10k +9=0k=1,k=9

Casol:k#1yk#09.
Como det(A) # 0y la matriz de coeficientes tiene dos columnas:
1g(C) # 1g(4) = 3

S es incompatible.

Caso 2: k= 1.
1 3 7
A=11 —-1|-1
2 1 4

Observemos los menores:

1 ortamos
Ay = 40 2Lamos, Ay — |A| =0

1

Deducimos de aqui que S es compatible determinado al ser:
rg(C) = rg(A) = 2

Y que el sistema es equivalente al formado por las ecuaciones segunda y tercera (las filas del menor):

T —Y= -1 Cramer 3 6
—>$:—:1,y:—:2
2r+y= 4 3 3
Caso3: k=09,
9 3 7
A=|1 -11]-9
2 1 4
Observemos los menores:
1 - orlamos

Deducimos de aqui que S es compatible determinado al ser:
rg(C) =rg(A) =2

José Alvarez Fajardo 9 I
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3.
El sistema es
r + 2y + 22 = X\ 1-XNz + 2y + 2z = 0
—x - 2z = Ay V= —-r — Ay - 2z = 0
Como vemos, se trata de un sistema homogéneo; asi siempre es compatible.
Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes y vemos cudndo es cero:
det(C) = —A% +2)2 — A4+ 2 DTy 9y (A2 1) =0 A =2
Caso 1: \ # 2.
Como det(C) # 0y es homogéneo:
rg(C) =rg(A) =3
S es compatible determinado y, por consiguiente, su solucién es la trivial.
Caso2: A = 2.
-1 2 210
A= -1 -2 210
0 -1 —-1|0
Observemos el menor:
e 20
710 -1
Deducimos de aqui que S es compatible indeterminado al ser:
rg(C)=rg(A)=2<3=n
S es compatible indeterminado con 3 — 2 = 1 pardmetro.
Ademads que S equivale al sistema formado con las dos ultimas ecuaciones (filas del menor principal), pudiendo
tomar como incognitas principales x e y (columnas del menor principal) y como incégnita libre o pardmetro a z:
—x —2y =2z
S = { Y
— y — z
Poniendo z = t y resolviendo:
(ﬂf‘,y,Z) - (Oa_tat)
4.
a) El sistema que obtenemos afiadiendo esa ecuacion es:
r — Yy + =z
2 + 3y — z = 3
r + my + 4z = -3

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes y vemos cudndo es cero:

det(C) =18 +3m =% 18 4 3m =0 m = —3

José Alvarez Fajardo 1 O I
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Caso 1: m # —3.

Como det(C') # 0 y no hay mds de tres filas en la ampliada
18(C) = ra(A) = 3

S es compatible determinado.

Caso2: m = —3.

1 -1 1 0
A= 2 3 -1 3
1 -3 4| -3

Observemos los menores:

1 1 _— 1 —-1] 0
Ay = £0 % AL=|C|=0,A2=|2 3| 3|[#0
2 3 T -3 -3

Deducimos de aqui:
rg(C) =rg(A)=2<3=n

S es compatible indeterminado con 3 — 2 = 1 pardmetro y, ademds, equivale al sistema formado con las dos
primeras ecuaciones (filas del menor principal).

Concluimos, pues, que el sistema de partida equivale al obtenido al afiadir la ecuaciéon « + my + 4z = —3
s6lo para m = —3.

b) Queremos que se cumplan las dos ecuaciones de partida y que la que la suma de los valores de las incognitas
sea 6. Esto es:

r — y + z =0 r - Yy + =z

2 + 3y — 2z = 3 5y — 3z = 3
,—_

r + oy + 2 = 6| 27 2e1 + e 2y = 6
e; = —e1 + €3

Ha quedado escalonado a la primera y obtenemos ahora la solucién comenzando por la tercera ecuacion:

(x,y,2)=(-1,3,4)

Sean
2 el ndmero de unidades que pide A, y el nimero de unidades que pide B, z el nimero de unidades que pide C
Como en total son 42 unidades:

TH+y+z=42

Las unidades que pide A son tantas unidades como B y C juntos:

r=y+z
Las unidades de B son un 20% mds que la suma de la mitad del pedido A més la tercera parte de lo que pidi6 C:
T z
=120(5+2)
Y 2 "3

Simplificando adecuadamente obtenemos el siguiente sistema:

José Alvarez Fajardo 1 1 I
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r + y + z = 42
T - y — z = 0
0.6z — y + 042z = 0

Si resolviéramos obtendriamos:

(z,y,2) = (21,15,6)

José Alvarez Fajardo 1 2 I
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