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Mates 11 Matrices y Determinantes

1.Generalidades

a Definicion.
Consideremos la siguiente tabla de doble entrada, correspondiente a las
existencias en los distintos almacenes de una cadena de electrodomésticos:

Lavadoras Frigorificos Hornos Placas Extractores
Almacén A 150 100 24 34 67
Almacén B 23 45 67 84 22
Almacén C 11 13 34 61 90
Almacén D 234 34 55 68 107

Observa que los datos se recogen en una tabla. En ella cada fila contiene las
existencias de uno de los almacenes, y cada columna el nimero de unidades
de cada uno de los productos.

Si asignamos a cada almacén un nimero (Almacén A = 1, Almacén B = 2,
...), y acordamos un orden en los electrodomésticos (Lavadoras = 1,
Frigorificos = 2, ...), toda la informacién de la tabla puede mostrarse de la
siguiente forma, exclusivamente numérica:

150 100 24 34 67
23 45 67 84 22
11 13 34 61 90

234 34 55 68 107

A=

Una caja o tabla numérica como la anterior es denominada matriz.

Se las designa a través de una letra mayuscula; en nuestro caso es la matriz
A.

En la matriz anterior, el elemento que ocupa la fila 2* y la columna 3* es
as3 = 67. Esto significa que en el almacén B hay 67 hornos. ;Cudl seria el
elemento a45? ;Qué representa ese dato?

Como la tabla tiene 4 filas y 5 columnas, se dice que es una matriz de

dimensiones 4 x 5.

o Ejemplo: Escribamos la matriz A de dimensiones 3 x 4 cuyos elementos
se forman segtin la formula a;; = (—1)""7.

1 -1 1 -1
A= -1 1 -1 1
1 -1 1 -1
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Las matrices son el medio ideal para
organizar y estructurar la
informacion, especialmente la que
puede reducirse a nimeros. Y mas
teniendo en cuenta que los datos se
introducen y manipulan en los
ordenadores a través de tablas, ya
sea en Hojas de Calculo ya sea en
Bases de Datos.
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Este tipo de tablas es el que vamos a estudiar en esta unidad. Comencemos
con la definicién y las notaciones:

+ Una matriz es una tabla numérica de la forma

aii Q12 A1n
A= az1 Q22 - a2n
Am1 am?2 te Amn

+ Se dice que es una matriz de dimensiones m x n, ya que tiene m filas y
n columnas.

+ Alelemento que ocupa la fila ¢ y la columna j se le designa por
Qi

+ A la matriz se la designa mediante el simbolo

A = (aij),,
e Se designa por 9M,,x, al conjunto de las matrices de dimensiones
m X n.
a Igualdad

Debemos tener muy claro cuando diremos que dos matrices son iguales:

Dos matrices son iguales cuando tienen la misma dimensién y coinciden los
términos que ocupan el mismo lugar en ambas:

A7B€mm><n2A:B<déf>aij:bij Vi, j

0 Matriz Traspuesta

La traspuesta de la matriz A = (a;,; es la matriz A* = (a; , que se
) P ) ) ( U)m,n ( ﬂ)”’m q Observemos que si una matriz tiene
obtiene al cambiar en A las filas por las columnas y las columnas por las dimensiones m x n, las dimensiones
filas. de su traspuesta sonn x m .
o Ejemplo:
-1 2
-1 1 3 ¢
A= 9 0 2 - A'= 1 0
3 2

o Algunos tipos de matrices.

Vamos a ver algunas matrices que por sus dimensiones o peculiares
caracteristicas reciben un nombre especial:

o Matriz fila:

) ] . A una matriz fila también se la
Es aquella que tiene s6lo una fila. Por ejemplo: A = ( -1 1 3 ) denomina "vector fila".
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o Matriz columna:
Es aquella que tiene s6lo una columna. Por ejemplo: A = 2

o Matriz nula:
Es aquella en la que todos sus elementos son cero.

o Matriz cuadrada:
Es aquella que tiene el mismo nimero de filas que de columnas.
Si la matriz es de dimensiones n x n se dice que es de orden 7.

Una matriz cuadrada de orden 2 es
a b
A= ( c d >

Aquella en la que son ceros todos todos sus términos situados “a un lado”
de la diagonal. Pueden distinguirse las triangulares superiores (son ceros
los elementos situados bajo la diagonal principal) y las triangulares
inferiores (son ceros los elementos situados sobre dicha diagonal)

o Matriz triangular:

o Matriz diagonal:

Es aquella matriz cuadrada en la que todos los elementos no
pertenecientes a la diagonal son nulos.

o Matriz escalar:
Es una matriz diagonal con todos los elementos de la diagonal idénticos.
= Matriz unidad o identidad:

La matriz identidad o unidad de orden n es la matriz cuadrada en la que
todos los elementos de la diagonal principal son iguales a 1, y todos los
demads elementos son O.

o Matriz simétrica:

Es aquella matriz cuadrada A = (a;;) en la tiene a;; = a;;. Observemos
que en este caso es A = A",

2.Suma y producto por un numero

A una matriz columna también se la
denomina "vector columna".

En una matriz cuadrada se llama
diagonal a la serie formada por los
elementos:

all aZZ - 8

nn

Una matriz triangular superior es:
ab d
A=[0 c e

00 f

Una matriz diagonal es:

A=

o O
o T O

0
0
c

La matriz unidad de orden 3 es:

100
I=l0 1 0
001

Una matriz simétrica es:

A=

W kN
[6) el
~N 01w

O Suma de matrices.

Si Ay B son dos matrices de dimensiones m x n , su suma A + B es otra
matriz C' de las mismas dimensiones con

Cij = Qyj + bij

Observa que soélo estd definida la
suma de matrices con iguales
dimensiones.

-2 2 0 1 —2 3
o« Ejemplo: es 1 1 + -1 4 = 0 5
0 1 2 -3 2 =2

José Alvarez Fajardo
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La suma de matrices tiene las mismas que la suma numérica: es asociativa,

conmutativa y la matriz nula es como el cero (A + 0 = A) Comprueba, a titulo de ejemplo, las
propiedades con unas matrices.

Y dada A = (aj;),, ,, se dice que — A = (—aj;),, ,, €s su opuesta, porque

al sumarlas se obtiene la matriz nula, claro.

O Resta de matrices.

Si Ay B son dos matrices de dimensiones m x n , su diferencia A — B es

otra matriz C' de las mismas dimensiones con Es facil observar que
A—-B=A+(-B)

Cij = aij — bij

a Producto por un numero.

El producto del nimero real k£ por la matriz A = (a,;) es la matriz que se
obtiene al multiplicar cada elemento de A por dicho niimero:

k‘A = (k:aij)
o Fiem 3. < 2 2 4 ( 6 6 12 )
demplo 1 3 0 39 0
-2 2 1 —4 1
1 1 4 = 5 —10
0 1 -3 —6 11
SiA,B € Myxn,k,h €R,es facil comprobar las siguientes propiedades:

o Comprueba, a titulo de ejemplo, las
a) Distributivas: k-(A+B)=k-A+k-B propiedades con unas matrices.

(k+h)-A=k-A+h-A
b) Asociatividad mixta: k - (h - A) = (kh) - A

¢) Existencia de un elemento unidad: 1 - A= A

3.Producto de matrices

a Definiciones.

Como introduccién, vamos a resolver un sencillo problema: vamos a
comprar 3 litros de leche a 0,60 cts, 2 kilo de carne a 5 euros y 4 kilos de
naranjas a 0,75 cts. ;Sabrias calcular el total? Seguro que si.

Pero vamos a aprovechar y usar las matrices: vamos a colocar en una matriz
fila los productos y en una columna (para distinguirlos) los costes unitarios:

0.60
(3 2 4), 5 S P.U=3-065+2-5+4-0.75 Atencion: observa que debe haber el
— \ 075 ' ' mismo nlmero de elementos en
P ’ ambas para poder calcular.
U

Asi se multiplica una fila por una columna. Partiendo de esta idea
introduciremos el producto de matrices:

José Alvarez Fajardo 4I
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Sea A una matriz m X p y B una matriz p X n.
Su producto A - B es la matriz C' de dimensiones m x n en la que

Cij = @irb1j + @izbaj + ... + aipbp;

= Obtenemos el elemento que ocupa la fila ¢ y la columna j del producto
A - B se multiplica la fila 7 de A por la columna j de B jcomo antes!

b1
ba;
] = a;1b1j + azoboj + ...+ aipby;

( a1 Q42 Qip )

bpj

o« Ejemplo: Calculemos A- B,B-A,A-C,C - A con las matrices

11
111 2 1
A=[-1 0 ,B:( >,c:< >
0 01 -1 0 -1
12 0
) A-B=|-1 -1 -1
0 2 -2
0 3
b pas (0 2)
20
)A-C=1|-2 -1
0 -2

d) C'- A = No definido

@ No conmutatividad.

Vemos que el producto A - B puede ser distinto de A - B. Incluso puede
existir uno de ellos y el otro no.

Pero, cuidado: también puede ocurrir que sea A - B = B - A. En este caso se
dice que las matrices conmutan.
todas las

o Ejemplo:
A= ( (1) _? ),ponemos B = ( CCL Z >.Debe ser:

ap=pa= (o ) (0 a)=(20) (0 )

Efectuando e igualando los términos obtenemos ¢ = 0y b = 3d. Asi:

a 3d
B_<0 d) , a,deR

Para obtener matrices que conmutan con

a Propiedades.

Eso si, el producto tiene las propiedades asociativas y distributivas (respecto
de la suma), siempre y cuando puedan efectuarse las operaciones.

José Alvarez Fajardo

Importante: no estqd definido el
producto de dos matrices
cualesquiera: es preciso que el
ndmero de columnas de la primera
matriz coincida con el numero de
filas de la segunda matriz.

En este caso la matriz producto tiene
tantas filas como la primera y tantas
columnas como la segunda.

Observemos las dimensiones de los
factores y del producto:

a) (3x2) - (2x3) —» (3x3)

b) (2x3) - (3x2) — (2x2)

c) (3x2) - (2x2) — (3x2)

d) (2x2) - (3x2) —» No existe

Aunque existan A-B y B-A tengan
iguales dimensiones pueden ser
distintos.

Tenemos asi que hay infinitas
matrices que conmutan con A.
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4.Matriz inversa.

En este epigrafe nos limitamos al conjunto de las matrices cuadradas de
orden n, que recordemos se designa por 9%, .

a Elemento unidad.

Recordemos la matriz identidad o unidad:

1 0 O 0
0 1 0 0
I, = 0 0 1 0
o 0 o0 ... 1

Se denomina asi porque se comporta como el 1 en el producto de nimeros:
si es A un matriz cuadrada de orden n:

A-IL,=1,-A=A

a Matriz inversa.

Seguro que sabes escribir un par de nimeros inversos. ;Cudl es su producto?
Claro, dos nimeros son inversos cuando su producto es uno. Por ello.

Sean A y B cuadradas de orden n. Se dice que B es inversa de A si
A-B=B-A=1,

z . . ;. . —1
Se demuestra que sélo dicha inversa es tinica y se escribe B = A~ ",

o Ejemplo: comprobemos que son inversas

2 1 2 —1
A‘(s 2>’B_<—3 2)
Al multiplicarlas deberiamos obtener la matriz unidad:
2:241-(=3) 2-(-1)+1-2 > _( 1 0 ) 7
3-242-(=3) 3-(-1)+2-2 /) \0 1/ 2
o Ejemplo: Todo nimero distinto de cero tiene inverso, pero no toda matriz
A # 0 tiene inversa. Comprueba que no tiene inversa la matriz siguiente

=(23)

5.Determinante de una matriz cuadrada

El determinante de una matriz cuadrada es un nimero que se obtiene a partir
de ella mediante una férmula. Vamos a estudiar hasta el orden 3.

aB=(

a Determinantes de orden 1.

El determinante de una matriz de orden 1 es el inico ndmero que la forma:

| det ([a]) = «

José Alvarez Fajardo

Dos matrices cualesquiera de este
conjunto pueden multiplicarse,
siendo el resultado otra matriz de
orden n. Tenemos de esta forma que
el producto es una operacion interna

en M, n-

En la matriz unidad los elementos de
la diagonal principal son iguales a 1,
y el resto de los elementos de la
matriz son todos nulos.

Se dice que una matriz cuadrada es
inversible o regular cuando tiene una
matriz inversa.

Se comprueba en ese caso que la
inversa es Unica.

Si A y B son cuadradas con
A-B=I

se demuestra que también es
B-A=l

Sugerencia: multiplicamos por una
matriz B cualquiera. El elemento de
la primera fila y la primera columna
resulta ser cero: jnunca
obtendremos la matriz unidad!
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a Determinantes de orden 2.

Dada una matriz cuadrada de orden dos

ail  ai2
A= (
az1 G22

se llama determinante de A al nimero dado por:

det(A) = Q11 - Q22 — A12 - A271

También se designa a dicho namero
mediante:

all a12

A=

aZl a22

< Ejemplo: calculemos los siguientes determinantes

7 1

‘_2 4'—7-4—1-(—2)—30
i 12 =ay1 a9 —a12-0=ai1-a
0 am 11 * @22 12 11 - Q22

det(I) =1-1-0-0=1

o Determinantes de orden 3.

El célculo es algo mas complicado que en las matrices de orden 2:

Dada una matriz cuadrada de orden tres A = (a;;), se llama determinante
de A al nimero real dado por la siguiente férmula:

det(A) = 11022033 + Q12023031 + 013021032 — G13G22031 — A12021033 — 011423032

La férmula puede recordarse a través de la denominada “regla de Sarrus”:

Llevan signo +

Q. O
CANCANS) Llevan signo —
o O O

< Ejemplo: calculemos los determinantes siguientes

1 -2 1

2 3 1 |=-5

0 0 -1

2 3 0

1 1 -1 |=-4

2 1 0

a1 Gi2 013

0 a2 a3 | =aq1-a - ass
0 0 ass

José Alvarez Fajardo

También se designa a dicho nimero
mediante:

Observa que

* en cada producto hay un factor de
cada fila y de cada columna de la
matriz

¢ estan todos los posibles productos
que asi pueden formarse

¢ la mitad de ellos tiene un signo +
y la otra tiene un signo —.

Observa que:

* el determinante de una matriz
triangular es el producto de los
elementos de su diagonal.

¢ el determinante de la matriz
unidad es 1.
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6.Determinantes y matriz inversa

Recordemos que si A es una matriz cuadrada de orden n, se dice que A es
inversible si existe una matriz A~! que verifica

A A=A A=1,

Los determinantes permiten caracterizar qué matrices son invertibles y
calcular la inversa en caso de que exista. Pero antes necesitamos introducir el
concepto de adjunto de un elemento:

Recordemos que no toda matriz
cuadrada tiene inversa.

En una A una matriz cuadrada, se llama adjunto del elemento a;

designado por A;;, al producto del nimero (—1)i+j por el determinante
complementario ¢; ; obtenido de A al eliminar la fila ¢ y la columna j:

Ajj = (1) ay

En la definicion:

e El ndmero por el que multiplica
ajes +1 6 —1 segun sea i+ j
par o impar.

e El adjunto sera el determinante
complementario si i + j es par y
el opuesto si i + j es impar

= = O

1 2
o Ejemplo: En la matriz A= 0 1
3 5

Los adjuntos de los elementos a23 y as; son, respectivamente:

1 2 2 0

A23:(_1)"3 5 11

R T

El siguiente Teorema de la Matriz Inversa es fundamental:

Sea A una matriz cuadrada de orden n.
1. A es invertible siempre y cuando es det(A) # 0.
2. Sidet(A) # 0 lainversa de A es la matriz

1
~ det(A)

- (Adj A)'

donde la matriz Adj(A) = (A; ;) es la matriz de los adjuntos de A.

v Ejemplo: La matriz A = ( :1)’ g ) no es invertible, pues det (4) = 0.
2 0 4
w Ejemplo: obtengamos la inversa de la matriz B = 2 1 -1
10 3
Determinante: det(B) = 2 M existe B~1
3 -7 -1
Adjuntos: Adj(B) = 0 2 0
-4 10 2
1 3 0 —4
Lainversaes B™'= 3 -7 2 10
1 0 2

José Alvarez Fajardo
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a 6
2

Determinante: det(C)=3a—-12=0 - a=4

o Ejemplo: estudiemos cudndo la matriz C' = ( > tiene inversa.

a#4 — det(C)#0 — C sitiene inversa
Discusion:
a=4 — det(C)=0 — C no tiene inversa

7.Determinantes: propiedades

Si designamos las columnas de A columnas por C1, Cs, ... C,, escribiremos

det(A) = det[Cl 02 SN Cn]

P1 - Trasposicién

El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.

det(A") = det(A)

Las propiedades de los
determinantes se demuestran, bien a
partir de la definicién, bien a partir de
otras anteriormente probadas.
Puede intentarse alguna
demostracion como ejercicio de
ampliacion.

P2 — Producto

El determinante de un producto de matrices cuadradas es igual al producto
de sus determinantes.

det(A - B) = det(A) - det(B)

P3 — Alternancia

Si permutamos en un determinante dos lineas paralelas obtenemos un
determinante de valor opuesto.

Consecuencia: un determinante es
cero si tiene una linea de ceros.

c d
a b

P4 — Factor comun

Si multiplicamos una linea de un determinante A por un nidmero k
obtenemos un determinante cuyo valor es igual a A multiplicado por k.

det[C’1 kCJ Cn]:kdet[Cl C] Cn]

kab_k‘ab
ke d| c d

Consecuencias:

un determinante con una linea de
ceros es cero

Un determinante con dos lineas
paralelas es cero

P5 — Invariancia

Un determinante no cambia de valor si a una linea afiadimos multiplos de
lineas paralelas.

a b ¢ a b c
a/ bl C/ — a/ b/ C/
CL” b// C// a// + k, a bl/ + k b Cl/ + k c

José Alvarez Fajardo

Consecuencia:

Un determinante es cero si una de
sus lineas es el resultado de sumar
o restar otras lineas paralelas.
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8.Desarrollo por una linea

Por dltimo una propiedad que permite calcular un determinante a partir de
otros de menor orden y que se denomina “desarrollo por los elementos de
una linea”:

Un determinante es igual a la suma de los elementos de una linea cualquiera
multiplicados por sus correspondientes adjuntos.

det(A) = a1 A + ...+ ainlin = Z aipAik
k=1

det(A) = alelj + ...+ anjAnj = Zaijkj
k=1

< Ejemplo: observa como se calcula el siguiente determinante de orden tres
a partir de los elementos de la primera linea:

2 1 -3

2 1 3 1 3 2
s [ 2 L ea [ e | 2]
1 0 3 0 3 1 3 1 0

o Ejemplo: aqui un determinante de orden 2 por la primera columna:

a b
c d

‘:a'det(d)—odet(b):a'd—b-c

9.Rango de una matriz

Comprueba ese valor con la Regla
de Sarrus.

Observa que, por supuesto, se
obtiene la férmula del determinante.

a Menores y rango

Comencemos definiendo el concepto de “menor” extraido de una matriz:

Se llama menor de una matriz a cualquier determinante formado con sus
elementos o con los que quedan en ella al eliminar filas y/o columnas.

-1 2 -1 3
w Ejemplo: Dada la matriz A = 2 0 1 -3
3 1 2 1

Ay = ‘ es un menor de orden 2 de la matriz (buscalo) .

2 1
3 2
-1 2 3

Az = 2 0 —3 |esun menor de orden 3 de la matriz (;cuél?)
3 1 1

La matriz no tiene menores de orden 4.

El rango de una matriz es un nimero relacionado con sus menores:

Diremos que el rango de una matriz es el nimero / si hay un menor de
orden h distinto de cero pero no existe ningin menor de orden mayor a h
que sea no nulo.

José Alvarez Fajardo
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o« Ejemplo: Estudiemos el rango de la matriz

—1
A= 3
1

= = O

1
2
4

Primero calculamos el determinante de la matriz, que es el menor de
mayor orden que podemos formar. Nos encontramos

det(4) =0
Ahora encontramos facilmente un menor de orden 2 no nulo:

-1 0
NPT

Concluimos que rg(A) = 2.

o« Ejemplo: Calculemos el rango de la matriz M segin los valores de k:

TN =

1 -1
M = 0 1
1 1

Calculamos el determinante de la matriz, que es el menor de mayor orden
que podemos formar, y averiguamos cudndo sera cero:

det(M) =k —-5=0 — k=5

Independientemente de k es no nulo el siguiente menor de orden 2:

1 -1
sa=|} 7 |4

Discusién:
kE#5 — Asz=det(M)#0 — rg(M)=3
k=5 — Ag=det(M)=0,A#0 — rg(M)=2

a Teorema del orlado

En virtud de la propiedad de la
dependencia,, tenemos que las dos
primeras filas son independientes,
pero las tres son dependientes.

Se tiene entonces:

¢ k =5: las tres filas de la matriz
son independientes.

e k #5: las tres son dependientes,
pero hay dos independientes.

Sea A una matriz y Ay, # 0 un menor de orden h.

Si todos los menores orlados de A; con una determinada fila son cero,
entonces dicha fila es combinacion lineal de las A filas de A con las que se
ha formado Ay,.

Es una propiedad atil en muchos
casos para estudiar el rango.

o Ejemplo: determinemos el rango de la matriz

1 2 -1 =2
A= 3 0 1 —4
1 -1 1 -1

Vemos que hay un menor de orden dos distinto de cero:

1 2
sae|] 2|4

José Alvarez Fajardo

11}




Mates Il

Matrices y Determinantes

Calculemos los orlados de orden tres de ese menor con la tercera fila:
1 21 —1 1 21 =2
3 0 11=1]3 0] —4 |=0
1 -1 1 1 -1 -1

Hay un menor de orden 2 no nulo y todos los orlados, de orden 3, son
cero.

Concluimos que rg(A4) =2.

o Ejemplo: discutamos el rango de

3 2 1 1
A= 1 1 0 0
0 3 a -3

Vemos primero que hay un menor de orden dos distinto de cero:
3 2
N

Orlamos ese menor con la tercera fila:

3 21 3 2] 1
Aj=|1 1|0|=a+3 , A3=|1 1| 0|=0

0 3 a 0 3 -3
Resolvemos: a+3=0—=a= -3
Discusion:
a# -3 — AL#0 — rg(A)=3
a=-3 — Al=A2=0,A0#0 — 1g(4)=2

0 Teorema del rango

De lo anterior se deduce la propiedad, conocida como Teorema del Rango:

Sea A una matriz y A # 0 un menor de orden p tal que no hay un menor de
orden superior distinto de cero.

Entonces se tiene que:
a) Elrango de A es p.

b) Las filas de A con las que se ha formado A # 0 son linealmente
independientes.

¢) Las restantes filas de A son combinaciones lineales de ellas.

José Alvarez Fajardo

Se deduce que las dos primeras filas
son linealmente independientes y
gue la tercera es combinacion de
ellas.

En el primer caso se deduce que las
dos primeras filas son linealmente
independientes y que la tercera es
combinacion de ellas.

En el segundo las tres filas son
independientes.

12}
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10.Apéndice: método de Gauss.

o Transformaciones elementales.

El método de Gauss es un procedimiento que se usa para calcular la inversa
de una matriz, calcular rangos, resolver sistemas,...

Se basa en aplicar las siguientes transformaciones elementales en una matriz
hasta llegar a una meta:

« Multiplicar una fila por un niimero distinto de cero.
* Afiadir a una fila una combinacion lineal de otras.

« Permutar filas.

a Caélculo del rango

Hay una clase de matrices cuyo rango puede obtenerse de un simple vistazo:
son las matrices escalonadas. El esquema siguiente muestra la estructura de

una matriz escalonada: i
Se llama matriz escalonada a

aquella en la que:

1. Todas las filas cero estan en la
parte inferior de la matriz.

2. El primer elemento no nulo de
cada fila, llamado pivote, esta a
la derecha del pivote de la fila
anterior.

cocoo
coo 0O
codnd
cUgnogn
googdgo

Veamos con algunos casos lo ficil que es: el rango es igual al niimero de
filas no nulas.

1 2 -1
o Ejemplo:Es 1g| 0 2 -1 =2
0 0 0
2 5 6 1
o Ejemplo: Es r1g 0O -1 -1 0 =3
0 0 3 4
31 -1 1 1
-1 1
o Ejemplo: Es g 8 g 4 (1) o | =3
0 0 0 0 0

(Qué tiene esto que ver con las transformaciones elementales? Pues que el
método de Gauss puede usarse para obtener el rango de una matriz ya que:

1. Las transformaciones elementales no cambian el rango
2. Permite transformar una matriz en escalonada.

La propiedad basica del rango que se usa es la siguiente:

Si sometemos una matriz A a cualesquiera de las transformaciones
elementales obtendremos una matriz B de igual rango.

José Alvarez Fajardo 1 3'
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1 2 -1
o Ejemplo: Obtengamos el rango de 1 1 1
2 4 0
1 2 -1 1 2 1 1 2 1
11 1 :’;2 §Q_g}> 0 -1 2 J|fs=fz—f) 0 -1 2
2 3 0 33 ! 0 —1 2 0 0 0
El rango es claramente 2
1 2 3 4 Fijate cuales son las
2 3 4 5 transformaciones elementales a las
o Ejemplo: Obtengamos el rango de que se someten las matrices. Todas
3 45 6 tienen el mismo rango.
4 5 6 7
1 2 3 4 — i f 1 2 3 4 1 2 3 4
2 3 45 f 2_3} 0 -1 -2 -3 fh= f3—2f2> 0 -1 -2 -3
3 45 6 fd_fd_4f1 0 -2 —4 —6 fi=fi—3f 0O 0 0 0
45 6 7 4T eI 0 -3 —6 —9 0 0 0 0

El rango es también claramente 2.

a Calculo de la inversa

Calculamos la inversa de la matriz A con el método de Gauss asi
1. Colocamos la matriz A junto a la matriz identidad:

2. Sometemos las filas a las transformaciones elementales necesarias hasta
que la matriz A se transforme en la identidad.

3. La matriz en la que se ha convertido [ es la inversa de A.

o Ejemplo: hallemos por el método de Gauss la inversade A = ( % i >
2 1]1 0 1
(1 ‘o 1>‘f{:f1_f2><1

Tenemos asf:
1 -1
-1 _
=)

o Ejemplo: veamos que no tiene inversa la matriz 4 = ( ; i )
1 2|1 0 2 1 0
(2 4‘0 1)’f2 f2_2f1>( 0‘_2 1>
o Ejemplo: comprobemos que es
1 -2 1\ " -8 3 -4
3 0 4 = —-15 0.5 =05
0 4 1 6 —2 3

José Alvarez Fajardo

Primero se intenta convertir A en
triangular superior o inferior, luego
en matriz diagonal y por ultimo en la
matriz identidad.

o N )m=r-n(y 9 5)

iOh! Una fila completa de ceros a la
izquierda: sera imposible obtener la
identidad ahi. Tenemos asi que la
matriz A no tiene inversa.

Primero conviértela en triangular
superior, luego en diagonal y por
Ultimo en la matriz identidad.

14]
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11.Ampliacion: determinantes de cualquier
orden.

Es posible dar una definicién de determinante para matrices de cualquier
orden como las anteriores, pero es bastante complicada y no es préctica, al
ser muy elevado el nimero de términos.

Para obtener determinantes de orden superior a tres o se acude a una
maquina que sea capaz de calcularlos (calculadora grafica u ordenador) o se
intenta reducir el cdlculo a determinantes de orden 2 y 3.

Veamos una “definicion inductiva” del concepto de determinante:

Sea A una matriz cuadrada.

Si A es de orden n = 1, concretamente A = [«], llamamos determinante de
La definicion dada es del tipo

A al ndmero dado por: . P
conocido como  ‘inductiva® o
det(A) =« “recurrente”. Observa que nos dice
directamente como calcular los
Si A es de orden n > 1, supuesto definido el determinante de toda matriz| | determinantes de orden 1.

Usando la segunda parte, podremos
calcular los de orden 2, a
continuacion los de orden 3, y asi

n
det(A) =andli+ ...+ andi, = Z a1pA1k sucesivamente.
k=1

cuadrada de orden n — 1, llamamos determinante de A al nimero:

El determinante de una matriz A se designa también mediante |A|.

3 0 2 0
o Ejemplo: calculemos A = _i 1 g ?
2 1 0 3

10 2 119

1 0 3 2 1 3

o Ejemplo: Es ficil deducir, directamente de la definicién, que el
determinante de una matriz triangular es igual al producto de los
elementos de su diagonal principal:

air 0 0O ... 0

as1 Q22 0 0

as; Q22 A33 ... 0 =ay1 G2 App,
an1 an?2 an3 e Ann

15|
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Ejercicios

1. Obtén las matrices A y B que verifiquen el sistema

1 2 2
2av=( 12 2)

-4 =3 -2
A_?’B_(—l 0 71)

2. Encuentra una matriz X que cumpla

2X +3A =4B!

siendo
2 0 1 1
a=(7 ) =01 )
3. Calcule los valores de x e y que verifican:
3<3: 2>_<y 2x >_<4y —2y)
0 y 1 -6/ \-1 -3z

4. Dadas las matrices siguientes

1 0 -2
A_<1—1 2)

1 0
B=|-11

0 2

1 1 2
C= 1 0 -1

0 -1 3

Calcula, si es posible:
3A+2B',A-B+C,B-A+C,6A? B% C?
5. Obtén la matriz X que cumpla A+ X = A - B con:

1 -3 0 1 0 0
A= o0 1 -3 |.B=[ 0 1 1
0 0 1 0 1 2
t . 3 1
6. Calcule 3A- A —21251endoA:<5 5 >

7. Dadas las matrices

p=(35) c=(3) 0= (1)

determine a y b para que se verifique la igualdad
B-C—D =20 ,siendo O lamatriz nula.

José Alvarez Fajardo

8. Halle los valores de a y b para que se verifique
B-C'= A, siendo

(1)

9. De la matriz A sabemos que su segunda fila es
(-1 2) y que su segunda

(1 2 =3)".

columna es

Halle los restantes elementos de A sabiendo que:
1 1 1 0 0
(2 0 1>'A_<0 —1)
. 3 1.
10.Dada la matriz A = 59 )

a) Comprueba que A~! = ( g _é )

b) Resuelve la ecuacién X - A 4+ 34 = 24",

11.Dadas las matrices
4 1
A= (—1 0 )
1 2 0 -1
b= (—2 -1 1 0 )
0 -1 2 1
¢= ( 1 0 -3 0 )
1 0 -1
a) Comprueba que 4—* = 1 1)

b) Resuelve la ecuacién A - Xt — B = 3C

12.Calcula los siguientes determinantes:

-1 1 . Ty
a) Al - ' 9 3 ' ) A2 - ‘ —y
-1 0 1 2 1 3
b) Ay=| -2 -2 1]|,A=|-10 1
2 1 -1 2 3 =2
13.Resuelve la ecuacién:
20 —1 3z x—2
20+1 x 2x+1 =0

20 —1 3x 3z —2
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14.Halle A20°0 B2001 y 02993 hara las matrices

= (Vo) (b S)e= (5 1)

15.[S/07] Sea la matriz

a=(1 1)

a) Encuentra los valores de m para los cuales se
cumple que (A — I5)? = O.

b) Para m = 2, halla
AX —2A" = 0.

16.[S/07] Sea la matriz

(1)

a) Determina la matriz B = A% — 2A.

la matriz X tal que

b) (Para qué valores de A la matriz B tiene inversa?
¢) [0,75] Calcula B~" para A = 1.
17.[S/07] Considera las matrices

a 1 20
a=(55) - 5=(31)
a) Determina « para que la matriz A tenga inversa.

b) Para a = 1, calcula A™! y resuelve la ecuacion
matricial AX = B.

18.[S/07]

a) Calcula el valor de m para el que la matriz

1 0
A= < L m >
verifica la relaciéon 242 — A =1 y determina

A~ 'para dicho valor de m.

b) Si M es una matriz cuadrada que verifica la
relacién 2M?2 — M = I, determina la expresion
de M~ en funcién de M y de 1.

19.[S/07] Sea la matriz

3 0 A
A= -5 A =5
A0 3

a) Calcula los valores de A para los que el
determinante de A — 21 es cero.

b) Calcula la matriz inversade A — 27 para A = —2

José Alvarez Fajardo

20.[S/08] Comprueba que es invertible la matriz
1 1 1
A= 0 1 0
1 2 2
y halla la matriz P que verifica AP — B = C"*, con
-2 0 -1
» O= ( 1 -1 1 )

21.[S/08] Considera la matriz

1 0
B = 0 -1
2 1

1 1 1
A= m m2 m?

m m m2

Halla los valores del pardmetro m para los que el
rango de A es menor que 3.

22.[S/08] Sea I la matriz identidad de orden 3 y

0 -1 -2
A= -1 0 -2
1 1 3

Calcula, si existe, el valor de k para el cual

(A — kI)? es 1a matriz nula.

23.[S/08] Dadas las matrices

1 1 2 1 0 2
A= 1 2 1 , B= 2 0 4
1 1 1 -1 1 1

a) Calcula, si existen, sus inversas.
b) Resuelve la ecuaciéon AX + B = A+ I3.
24.[S/08] Dada la matriz

A=

_ R =
N = W
T W

a) Estudia el rango de la matriz en funcién de los
valores del pardmetro k.

b) Para k = 0, halla la matriz inversa de A.

25.[S/09] Dada la matriz

-2 =2 1
A= -2 1 -2
1 -2 -2

Calcula, si existe, A",
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26.[S/09] Sean A,B,C y X matrices que verifican
AXB=C.

a) Si las matrices son cuadradas de orden 3, y se
sabe que el determinante de A es 3, el de B es -1
y el de C es 6, calcula el determinante de las
matrices X y 2.X .

b) Calcula la matriz X si

1 1 1 -2 0 3
a=(g 5 )e=(5 3)e=(573)
27. [S/09] Comprueba que es invertible la matriz
1 -2 1
A= -2 -1 1
1 0 -1

y halla la matriz X que cumple AX — B' =2C
donde

-2 1
po( 310 o 1 o
0 3

28.[S/09] Dadas las matrices

a=(V3) =4 )

a) Calcula, si existe, la matriz inversa de A

b) Resuelve las ecuaciones matriciales

XA=A+2B yAY = A+2B
29.[S/09] Dadas las matrices

-3 1

A= ( 2 -1

a) Determina los valores de k para los que B no

tiene inversa.

b) Calcula B~ para k = —1.

) ., B=A—kI

c) Determina la constantes o y [} para las que se
cumple A% + oA = BIs.

30.[S/10] Sean las matrices

1 2 3 -2
A= a 1 3 , B= 3
0 2 « 4

a) (Para qué valores de « tiene inversa A?
b) Calcula lainversade A para a=1.

¢) Resuelve, para o = 1, el sistema de ecuaciones
AX =B

José Alvarez Fajardo

31.[S/10] Sea
1 0 —1
A= 0 m 3
4 1 —-m

a) Indica los valores de m para los que A es
invertible.

b) Resuelve la ecuacién matricial XA — Bt =C
para m = 0, donde

10
B= 3 2 ’C:<—§:§3>
-1 1

32.[S/10] Considera las siguientes matrices

(1) (3 )

0 1
a) Calcula A% .
matricial

b) Resuelve la
AXA' — B=2]

33.[S/10] Obtén un vector no nulo ¥ = (a,b,c), de

ecuacion

manera que las matrices siguientes tengan
simultdneamente rango 2:
1 2 a 2 0 a
A= 1 0 b , B= 0 1 b
1 1 ¢ 3 1
34.[S/10] Sea la matriz
5 —4 2
A= 2 -1 1
—4 4 -1

a) Comprueba que se verifica 24 — A% =T .
b) Calcula At . (Sugerencia: usar (a)).

35.[S/10] Sean las matrices

a=( 4 7)

1 0 0
B = 0 -1 -1
0 1 2

3 1 2
¢= ( 0 1 -2 >
Calcula la matriz X que cumpla la ecuacién
AXB=C.

3
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a b
c d
det(A) = 4 . Se pide hallar razonadamente

26 2a )

36.[S/10] De la matriz A = ( > se sabe que

o t
a) Halla det(—3A") y det( —3d —3c
b) Calcula det(A~'A?) .

¢) Si B es una matriz cuadrada tal que B® =1,
halla det(B) .

37.[S/11] Dadas las matrices

o 1 -1 0
A= 1 a —1 , B= 1
-1 -1 « 1

a) Calcula el rango de
valores de « .

A dependiendo de los

b) Para o =2, resuelve la ecuacién matricial
AX =B.

38.[S/11] Sean las matrices

a 1 1 3 1
A_<—a 3) ’ B_(—1 4 2)

a) Calcula los valores de « para los que la matriz

i de A —A
inversade A es —

b) Para o = —3, determina la matriz X que
verifica la ecuaciéon A'X = B .

39.[S/11] Sean las matrices

1 0 0 0 0 1
A= 0 X 1 , B= 1 0 0
0 -1 A 0 1 0
a) (Hay algin valor de A para el que A no tiene
inversa?
b) Para A =1, resuelve la ecuacién matricial

AT'XA=B.
40.[S/11] Sean A y B dos matrices que verifican

4 9 9 4
AJ“B:(:’) 2) ) A_B:<—1 2)

a) Halla las (A+B)(A—-B) vy
A% - B?.
b) Resuelve la ecuacién matricial

XA—XB—-(A+B)'=2I

matrices

José Alvarez Fajardo

41.[S/11] Sea la matriz

3 0 A
A= -5 A =5
A0 3

a) Determina los valores de A para los que la matriz
A — 2] tiene inversa.

b) Para A = —2, resuelve la ecuacién matricial
AX =2X +1

42.[S/11] Dada la matriz
—1 1
a=(7 )
a) Pruebaque A* +24 =1 yque A~' = A +2I.

b) Calcula la matriz X que verifica la ecuacién
A*+ XA+5A=41.

43.[S/11] Sea la matriz

0 3 4
A= 1 -4 -5
-1 3 4
a) Demuestra que se verifica la igualdad A3 = —7T

b) Justifica que A es invertible y halla su inversa.

¢) Calcula razonadamente A0

44.[S/11] Dada la matriz

[ A+1 0 )
a=(M
a) Determina los valores de A para los que la

. 2 . .
matriz A° + 3A no tiene inversa.

b) Para A =0, halla la matriz X que verifica la
ecuacion AX + A =21

45.[S/11] Dadas las matrices

1 1 0
A= 2 t+1 t-1
-2t -1 0 t+3

Calcula el rango de A segun los valores de ¢ .

46.[S/12] Encuentra la matriz X que satisface la
ecuacion X A + A®B = A, siendo

0 0 1 2 -1 0
A= 010 , B = 0 2 -1
1 0 0 -1 0 2
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47.[S/12] Dadas las matrices

1 2 0
A= 0O 1 2

1 2 1

0 1
B_(lo)

-1 2 0
C_< 1 1 2)

Determina la matriz X que verifica AXB = C" .

48.[S/12] Dada la matriz

A=

=N o
= O
i

a) ;Para qué valores del pardmetro k no existe la
inversa de la matriz A?

b) Para k£ =0, resuelve
(X+1)-A= A",

49.[S/12] Dada la matriz

a=(5 1)

sea B la matriz tal que
-2 1 )
7 3

a) Comprueba que las matrices A y B poseen
inversas.

la ecuacion matricial

aB = (

b) Resuelve la ecuacién matricial A~ X B = BA.

50.[S/13] Sean A y B las matrices

(31) ()

-3 5
a) Calcula las matrices X e Y para las que
2X -Y=AyX-3Y =8B.

b) Halla la matriz Z
B? + ZA+ B' =3I.

51.[S/13] Sean
-1 2 1 -1
A= ( 0 1 ) » B= ( 1 0 )

a) Calcula X e Y tales que X —-Y =A4" y
2X -Y =8B.

b) Calcula Z tal que AZ = BZ + A.

que verifica

José Alvarez Fajardo

52.[S/13] Sabiendo que el determinante de una matriz

a b ¢
A= d e f
p q r
es 4, calcula indicando, en cada caso, las

propiedades que utilizas:
a) det(—2A)y det(A™ ).

b) Los determinantes

a —b ¢ —3d —3e -—3f
2d —2e 2f |, a b c
b —q r —p —q —r

53.[S/13] Sea M una matriz cuadrada de orden 3 tal
que su determinante es det(M) = 2. Calcula:

a) Elrango de M 3,
b) El determinante de 2M°.
¢) El determinante de (M ~1)2.

d) El determinante de N , donde N es la matriz

resultante de intercambiar la primera y la segunda
filas de M.

54.[S/13] Sea

1 0 -1
M = 0 m+1 0
1 1 m—1

a) Estudia su rango segun los valores de m.

b) Determina los valores de m para que los vectores
fila de M sean linealmente independientes.

¢) Param = 1, calcula la inversa de M.

55. [S/13] Sea
1 1
A:(l—l)

a) Comprueba que A2 =2- 1y calcula A™".
b) Calcula A**'? y su inversa.

56.[S/14]Halla X con A= '- X - A=DB— Asi

1 00 01 1
A= 0 2 1 |,B=[ 11 1
0 -5 3 100
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57.[S/14] Se sabe que es — 3 el determinante de la
matriz

ailp Gi2 a3
A= a1 G22 423

az1 as2 as3
Calcula, indicando las propiedades usadas:
a) det(—2A4)ydet(A™1).
b) Los los determinantes siguientes:

azi az2 azs

7a11 7&12 7&13

2a31 2&32 2&33

a1l ag1 +2a31  dSasy

ai2 a2 +2azz  Sasz

a3 a3 + 2a33 Sass

58. [S/14] Se sabe que es 2 el determinante de la matriz

A=

—_ =8
N O
W =W

Calculemos
a) det(3A)ydet(A™1).

b) Los determinantes

3 0 1 1 2 3
3z 2y z|,|z+2 y+4 246
3 4 3 -1 0 -1

59. [S/14] Sabiendo que el determinante de una matriz

a b ¢
A= b d e
c e f
es 3, calcula indicando, en cada caso, las

propiedades que utilizas:
a) det(A?), det(A™1)y det(A + A").

b) Los determinantes

a b ¢ a b 4da-—c
c e f , b d 4b—e
20 2d 2e c e 4de—f

José Alvarez Fajardo

60.[S/14] Considera las matrices

1+m 1 1 -1
A: 7B:
( 1 1—m> (1 O)

a) Para qué valores de m se verifica que

A2=2-A+1?

b) Para m =1, calcula A™" y la matriz X que
satisface A- X — B=A- B.

61.[S/15] Dadas las matrices

-1 2
AZ( 2 m) , B= N

a) Encuentra el valor, o los valores, de m para los
que A y B tienen el mismo rango.

W N =

2 0
m 0
2 m

b) Determina, si existen, los valores de m para los
que A y B tienen el mismo determinante.

62.[S/15] Consideremos las matrices

(1) (1)

a) Halla el determinante de una matriz X que
verifique la igualdad X*AX = B.

b) Determina, si existe, la matriz Y que verifica la
igualdad A’Y B~ = A.

PrOBLEMAS CON INTERPRETACION

63.Una fabrica produce dos tipos de productos, A y B,
que distribuye a tres clientes. En el mes de enero el
primer cliente compré 9 unidades de A y 5 de B, el
segundo cliente 3 de A 'y 7 de B, y el tercer cliente 4
de Ay 6deB.

En el mes de febrero el primer cliente y el segundo
duplicaron las compras del mes anterior, y el tercer
cliente compr6 de cada producto una unidad més de
las que compr6 en enero. En marzo el primer cliente
no compré nada, y el segundo y el tercero
compraron lo mismo que en febrero.

a) Para cada mes construya la matriz = 3X?2

correspondiente a las compras de ese mes.
b) Calcule la matriz de compras del trimestre.

¢) Si los precios de los productos A y B son,
respectivamente, 80 y 100 euros, calcule lo que
factura la fabrica en el primer trimestre, por cada
cliente y en total.

6|
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64.Una persona tiene que comprar 2 kg de manzanas, 1

kg de ciruelas y 1.5 kg de platanos y otra necesita
0.5 kg de manzanas, 2.5 de ciruelas y 3 de platanos.
En la fruteria A, los precios de las manzanas son 1.8
euros/kg, los de las ciruelas 2.1 y los de los platanos
19 y en la fruteria B son 1.7, 23 y 1.75
respectivamente.

a) Escribe la matriz M de dimensiones 2X3
correspondiente a las frutas y la matriz N de
dimensiones ~ 3X2  correspondiente a los
precios unitarios.

b) Determine M-N e indique qué representa
cada uno de los elementos de la matriz producto.

¢) ¢Qué fruteria le conviene a cada persona ?

65.Una fabrica de muebles fabrica 3 modelos de

estanterias A, B y C, cada uno en dos tamafios
grande y pequefio. Produce diariamente 1000
estanterias grande y 8000 estanterias pequeiias del
tipo A, 8000 grandes y 6000 pequeias del tipo B y
4000 grandes y 6000 pequeiias del tipo C.

Cada estanteria grande lleva 16 tornillos y 4
soportes, y la pequefia lleva 12 tornillos y 2 soportes.

a) Representar esta informacién en dos matrices.

b) Hallar una matriz que exprese la cantidad de
tornillos y soportes necesarios para la produccién
diaria de cada uno de los seis modelos-tamafio de
estanterfa

66.Los alumnos de 2° de Bachillerato organizan una

venta de pasteles para el viaje de fin de curso.
Venden pasteles grandes, que necesitan 2 huevos, 5
terrones de azicar y 100 g de harina cada uno, y
pasteles pequefios, que necesitan 1 huevo, 3 terrones
de azticar y 80 g de harina cada uno.

a) Presente en una matriz M , de dimensiones
3 X2, las cantidades de los elementos
necesarios para la elaboracion de un pastel
grande y uno pequeio.

b) Si desean fabricar 20 pasteles de una clase y 30
de otra, escriba las dos matrices columna, A (20
grandes y 30 pequefios) y B (30 grandes y 20
pequefios) que representan este reparto.

c) Calcule los productos M-A y M-B e
indique si con 8 docenas de huevos, 200 terrones
de azucar y 5 kg de harina se pueden elaborar 20
pasteles grandes y 30 pequefios. ;Y 30 grandes y
20 pequeiios?

José Alvarez Fajardo

67.Un industrial cafetero produce dos tipos de café,

natural y descafeinado, en tres modalidades cada
uno, A, B y C'. Se han anotado en la matriz P
los pesos, en kg, del café que el industrial produce
de cada una de las modalidades de cada tipo, y en la
matriz () los precios a los que vende el kg de cada
producto final:

550 260 2.20 3.20
P=1{ 400 200 |,Q=| 275 3.90
200 100 2.50 3.60

Efectiie el producto P - Q" y explique el significado
econémico de cada uno de los elementos de la
diagonal principal de la matriz resultante. ;Cudles
son los ingresos totales del industrial?

GRAFOS

Cuatro localidades (A , B, C, D) estan comunicadas
entre si segtin sefiala el grafo siguiente:

(A)
B-© ©

La informacién puede codificarse en la siguiente
matriz, llamada matriz de adyacencia del grafo:

01 0 1
M|l 0 10
0100
1 00 O
68.Consideremos:
01 1 o
C = 1 0 1
ie) @ ©

dibuja el grafo de vértices @, ®, © cuya matriz
de adyacencia es C y escribe la matriz D de
adyacencia del grafo no dirigido representado.
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Cuestiones
1. Comprueba con las matrices A y B que es
(A-B)'=B"A'
1 2
4 1 1
A= , B=| -2 -1
-1 0 2
1 0

2. Una matriz A se dice que es antisimétrica si su
traspuesta coincide con su opuesta. Escribe una
matriz antisimétrica.

Observa que debe ser a;; = aj;.

3. Las matrices C y D son las matrices adyacentes a un
grafo. Dibuje esos grafos.

01 0 01 1
c=( 101 ) p=( 101
01 0 1 10

4. Comprueba la propiedad asociativa del producto con
las matrices siguientes:

1 1
A= 0 —1

1 1 2
’B: 0 _1 70: 1
-2 0

5. Comprueba la propiedad distributiva
A(B+C)=AB+ AC

con las matrices

1 1
1 2
a={ 0 2 ,B_< ),C:( )
0 1
2 0

6. Se dice que dos matrices A y B conmutan si
AB = BA. Escribe dos matrices cuadradas
distintas, que no sean ni la matriz nula ni la matriz
unidad, que conmuten.

7. Sea A una matriz de dimensiones 2 x 3. (Existe una
matriz B tal que A - B sea una matriz fila? ;Y una
matriz columna?

Idem para el producto B - A.

8. Sean A,B,C matrices con 2, 3 y 2 filas
respectivamente. Sabiendo que el producto ABC' es
posible y que el resultado es una matriz con 4
columnas, halle las dimensiones de dichas matrices.

José Alvarez Fajardo

9. Sea A una matriz de 3 filas y 4 columnas y C una
matriz 2 x 3. (Cudntas filas y columnas tiene B
sabiendo que existe la matriz ABC? ;Qué
dimensiones tiene la matriz ABC?

10.Sea D una matriz tal que al multiplicarla por su
traspuesta da una matriz de dimensién 1 x 1, y tal
que el producto de la traspuesta de D por la propia
D es 3 x 3. ;Cudntas filas y columnas tiene D?
Tiene D inversa?

11.En cada caso, escribe dos matrices cuadradas, A y
B, de orden 2 tales que:

Q) AB=0y A#0,B#0
b) A-B=A-C y B#C

¢) (A+ B)?2# A% + B> + 2AB
d) (A—B)?># A> + B> — 2AB
e) (A+B)(A—B)# A*> - B?

1 1

12.Dada la matriz A = ( 11

), calcula A",

13.Siendo E* = (1 2 3 ), calcula el determinante
de la matriz E - E*.

14.Sean A, B,C', D matrices cuadradas donde Ay B
son invertibles. Despeja X en las igualdades
siguientes:

a) AX-B=C

b) XB - AC =3D

c) 2C — AX =BD

d) 3AD —2XB =2AC
e) A'X =C

f) AXB=C

g) 2X +AX =C

15.Si A y B son dos matrices cuadradas e invertibles
del mismo orden, demuestra que A - B tiene inversa
y que es

(A-B)y'=pB1. A1

16.Si la matriz cuadrada A verifica A* — 24 +1= 0,
demuestra que A tiene inversa y obtén su expresion.

17.S1 la matriz cuadrada A tiene inversa:

a) Demuestra que su traspuesta tiene inversa.

b) ;/Qué relacién hay entre las inversas de Ay A"?

8
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18.Sea A una matriz cuadrada con det A = k.
a) (Cuéndo es A inversible?
b) Averigua cuél es el valor de det(A™1) .

19.Sea A=[c¢1 c¢2 c¢3 | una matriz cuadrada de
orden 3 tal que su determinante es igual a -4.

Deduce el valor de:
a) det
b) det
c) det
d) det

c1 + 202 Co C3 ]
203 ]

c1 +4es |

[

[ 3c1 c2

[Cl C2

[c14+c3 c2 ¢ ]

20.Sea A una matriz cuadrada de tercer orden con
det(A) = 3. Razona que es det(2A4) = 24.

21. A una matriz cuadrada de tercer orden con
det(A) = 2. Obtén el valor de det(34) y det(A™1h).

22.[S/97] Si A y B son dos matrices cuadradas de orden

2 tales que
3 0
aB=(370)

a) ;Tiene A inversa? Justifica la respuesta y si la
respuesta es afirmativa indica cudl es dicha
inversa.

b) (Escierto que A - B = B - A en este caso?

23.[S/98] Sea A una matriz no nula dada y considera la
ecuacion matricial AX = A+ X, donde X es la
incdgnita.

a) Encuentra razonadamente la relacién que debe
existir entre las dimensiones de A y de X.

b) (Puede ser la suma de dos soluciones una nueva
solucién? ;Y el producto de un ndmero por una
solucién? Justifica la respuesta.

24.[S/99] Se dice que una matriz cuadrada A es
ortogonal cuando coinciden su inversa y su
traspuesta. Para cada nimero real = sea B la matriz

CcOS T —senzx 0
B = —senxr  CcoOSX 0
0 0 -1

(Es ortogonal la matriz B?

José Alvarez Fajardo

25.[S/99] La matriz cuadrada X de orden 3 verifica la
relacion

X34+ X =

oS O N

4 7
2 4
0 2

Determina, si es posible, el rango de X.

26.[S/01] Sea

sen —CcosSx 0

A= COS T senzx 0

senx 4+ cosx senx —cosx 1

(Para qué valores de x existe la inversa de A?

27.1S/02] Sea
t —2
a=(; 1)

Halla los valores de t para los que es det A >0y
halla el mayor valor que alcanza dicho determinante.

28.[S/03] Se sabe que el determinante de una matriz
cuadrada A de orden 3 vale -2. ;Cuénto vale el
determinante de la matriz 4A?

29. [S/09] Sean fi, f2, f3 las filas primera, segunda y

tercera, respectivamente, de una matriz B de orden
3, cuyo determinante vale — 2. Calcula, indicando
las propiedades que utilices:

a) El determinante de B~ ".
b) El determinante de (B")*.
¢) El determinante de 25.

d) El determinante de una matriz cuadrada cuyas
filas primera, segunda 'y tercera son,
respectivamente, 5f1 — f3,3f3, fo.

30.[S/11] Sean A y B dos matrices cuadradas de

. 1
orden 3 cuyos determinantes son |A|= 5 v

|B| = —2.

a) |A3‘.

b) A7

c) |—2A|.

d) |AB'|.

e) Elrango de B.



Mates Il

Matrices y Determinantes

Autoevaluacion
1. Sea
1 0 —1
M = 0 m+1 0

a) Estudia el rango de M segiin los valores de m.

b) Determina los valores de m para que los vectores
fila de M sean linealmente independientes.

c) (Para qué valores de m no es invertible la
matriz?

d) Para m = 1, calcula la inversa de M.

2. Sea
1 1
CZ(l —1)

a) Comprueba que C? —2-1= 0O y deduce de ahi
cudl es la matriz inversa C .

b) Calcula C?°*3 y su inversa.
3. Sean

-1 2 1 -1
a=(% 1) =01 o)
a) Calcula X e Y tales que X —-Y =A" y
2X-Y =B.
b) Calcula Z tal que AZ = BZ + A.

4. Sea M una matriz cuadrada cuyas columnas son
C1,C5, Cs y tal que su determinante es 2. Calcula:

a) El determinante de 2M*.
b) El determinante de (M ~1)2.

¢) El determinante de N , donde N es la matriz
resultante de intercambiar la primera y la segunda
filas de M.

d) El determinante cuyas columnas son
3C1 — C3,2C5,Cy
e) Elrango de M 8,

José Alvarez Fajardo

5. Considera las matrices

0 0 1

0
A= 0 , B= T
1 Yy

o = O
S O =

1 0
0 0
a) Calcula la matriz inversa de A .

b) Calcula A7y A',
¢) Determina x ey para que A y B conmuten.

d) Para los valores x = y = 1, resuelve la ecuacion
matricial A(X + A") = B.

10|
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3. Calculemos X e Y :
Autoevaluacion { X_v — At { X4y — 4t
L 2X -Y = B 2X-Y = B
a) Calculamos el determinante de la matriz, que es Sumando:
el menor de mayor orden que podemos formar: X =B — At

det(M)=m*>+m=0 - m=0,m=—1

Y observemos que en cualquier caso es
10
N

Casol:m#0ym# —1.

El determinante de M, de orden 3, es no nulo.
Por ello el rango es 3.

Caso2: m=0o0m=—1.

El mayor orden posible de un menor no nulo es 2.
Luego el rango es 2.

b) Las tres filas son independientes cuando el rango
de la matriz es 3. Eso ocurre precisamente
cuando m no es ni 0 ni — 1.

¢) La matriz M no es invertible cuando su
determinante se anula. Segin lo visto antes, eso
ocurre precisamente cuando m = 0o m = —1.

d) Realizando los cdlculos:

a) Una sencilla operacion:
2 o 12 0)_(2 O)_
o —21=(2 ) > 0)=0
Observemos que de ahf:
1 1
C*=2-1— 5C-C:I—>C—1= 5C
e) Descomponemos C2°*? = C?°'2 . C pues asf:

02013 _ (02)1006 LC = (21)!9% . ¢ — 91006y

Su inversa sera

2013y—1 _ (51006 o —1 _ 1 -1
(™) = (2 C) ~ 91006
1 1 1
~ 91006 9 ~ ~ 91007 ¢

José Alvarez Fajardo

Despejando ahora de la primera igualdad:
Y=X-A"=B-2A4"

Efectuando las operaciones:

2 -1 3 -1
X_(—l -1 ) ’Y_<—3 -2 )
Ahora vamos a calcular Z. Despejamos:
AZ=BZ+A—-(A-B)Z=A—Z=(A-B)'A

Realizando los célculos:
1 -3 -1
Z= ( 1 2 ) | ( 0
a) Pongamos

|2M'|=2-2-2-|M"| =8|M| =16

“el determinante de una matriz coincide con el de
su traspuesta” y ‘“si en un determinante se
multiplica una lfnea por un ndmero todo el
determinante queda multiplicado por dicho
nimero”

1 2 1 3 -6 -1 1 01
01 0 0 1 0 = 0 1 0
2 0 3 -2 4 1 1 01

b) Primero observemos que
1
M-M7'=1-|M-|M'=1-|M"= 3
Asf:
—12 —1 T
((M7)7 = M- M) = o

©) IN| = —|M| = -2

d) Escribamos los determinantes por columnas:

A =det] 3¢c; —c3 2c3 ca ]
=det] 3c1 2¢3 co |—det] ¢35 2¢3 c2 ]
=6det[ c; c3 2 ]—0

—6-(—2)=-8
e) [M?| = |M|-[M]|-|M|=8

Como su determinante no es cero, el rango es 3.

11}
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5.
a) Realizando el célculo, es facil comprobar que

Al=A
b) Del apartado anterior obtenemos que
A2=A-A=1
AP =A% A=A

Por induccién:

e I si nespar
| A si nesimpar

Luego, en particular:
A127 —A A128 =1
c¢) Efectuamos e igualamos A- By B - A:

y 0 0 1 0 O
z 1 0 = 01 =z
0 0 1 0 0 y

Igualando todos obtenemos
z=0,y=1
d) Para los valores z = y = 1:
AX+A)Y=B-sX=A"'B-A
Operando:

José Alvarez Fajardo
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