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INTEGRAL DEFINIDA

Contenidos

Integral definida: Regla de Barrow.
Propiedades de la integral definida.
La integral como érea.

Célculo de area entre una curva y el
eje de abscisas

Areas de recintos limitados por
curvas.

Teorema Fundamental del Calculo.

Sumas de Riemann

Tiempo estimado

12 sesiones

Criterios de Evaluacion

Comprender la definicién de integral
de una funcién continua, partiendo
del intento de definir el area, como
limite de sumas superiores e
inferiores

Saber interpretar la integral definida
como el "area algebraica" bajo una
curva.

Saber aplicar las propiedades de
linealidad y aditividad respecto al
intervalo de integracion.

Conocer el significado de la
monotonia de la integral definida.

Conocer la técnica de integracién por
cambio de variable en el célculo de
integrales definidas.

Conocer la nocién de funcion integral
y comprender el contenido del
Teorema Fundamental del Célculo.

Saber aplicar la Regla de Barrow.

Saber calcular areas de recintos
planos limitados por curvas.
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Integral definida

1.Definicion de integral definida

Nosotros vamos a tomar como punto de partida la siguiente definicion:

Sea f una funcién continua en el intervalo [a ,b] y F' es una primitiva suya.
La integral definida de f en el intervalo [a, b] es el nimero dado por

b
[ 1=ro)-r@

Notas:

a) La integral definida es un nimero, que no depende de la primitiva F,
pues todas se diferencian s6lo en una constante y, al restar, dicha
constante se elimina.

b) Suele escribirse de la siguiente forma:

/abf (@) dz = [P ()

c) Obsérvese que la férmula también es valida en estos casos:

/aaf(a:)dx:(),/baf(w)dx—/abf(x)dac

o Ejemplo: aplicamos la Regla de Barrow para obtener
1 rx=1
1 1 4
2 3
/O(x—i-)a: 3364—3:&::0 3t (0) 3

/Oﬂcos (2z) dz = E sen (2:16)}3“7T _ %sen(Qﬂ') — %sen(o) -0

=0
—1
1
/ —dr =-1
J —e xr

2.Propiedades de la integral definida

r=b

r=a

Esta férmula recibe el nombre de
Regla de Barrow, en honor a Isaac
Barrow, maestro de Newton.

Comprueba que la integral desde
x=1 hasta x=e de f(x)=In(x) es 1.

Aqui resumimos las propiedades basicas:

Si f y g son funciones continuas en [a , b] se cumple:

b b b
a) / (af + Bg) = a/ f+ ﬁ/ g para cualesquiera nimeros o'y 3.
a a a

b c b
b)/fz/f—i—/fparacualquierce[a,b]

b
OF>0 — /fzo

La  propiedades reciben los
siguientes nombres:

a) Linealidad en el integrando.
b) Aditividad en el intervalo.

c¢) No negatividad

df<g — /abfé/:g
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o Ejemplo: calculemos
/(2senx+3cosm)dx=2/ senxdn:+3/ coszdr=2-14+3-0=2
0 0 0

o« Ejemplo: observemos que la integral en el intervalo [—2, 3] de

2¢ si <0
fm={25 =

¢ si x>0

viene dada por

3 0 3
/ f(:z:)da::/ 2xdx+/x2dx:—4+9:5
—92 -2 0

o Ejemplo: intenta deducir la monotonia de la no negatividad.

3.La integral como area

La integral definida es un nimero que esté relacionada con el area:

o« Ejemplo: si integramos f(z) =x — 1 en el intervalo [1,3] nos sale el
area del tridangulo rojo dibujado, pero si integramos en [—1, 1] nos sale el
opuesto del drea del tridngulo azul:

/13(513—1) dz = [%Q—Q:}z:rs:Q:a(%’l)

r=1

/11(33 —1)dz = {%2 - :cKj_l = 2= —a(%)

Observemos el drea de un rectangulo:

o« Ejemplo: al integrar f(x) = h en el intervalo [0, b]

/Obhda: - [hx}j:z —bh

se obtiene el drea del rectdngulo de la figura para h > 0 (y la opuesta si
es h <0)

En general, la integral coincide con el drea del recinto que forma la
grafica del integrando con el eje de las X si estd sobre el eje, y con su
opuesta si esta bajo €l.

Por ello la integral se usa para obtener drea de recintos més generales:

N

w

Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b] y consideremos el recinto
2 que delimita su grafica y = f(x) con el eje de abscisas en dicho
intervalo [a , ].

El 4rea del recinto viene dada por:

M%zfm

o Importante: observa que colocamos el valor absoluto, pues la integral
definida proporciona el drea directamente sélo si la gréfica estd sobre el
eje de abscisas (funcién positiva)

José Alvarez Fajardo
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Podemos encontrarnos estos casos:

e Casol: f>0en|a,b|(grafica sobre el eje X)

'S
y

y = f(x)

a b

'S
y

y = f(x)

e Caso 3: f cambia de signo en [a, b] (grafica atravesando el eje X)
A‘/

y = f(zx)

4.Calculo de area entre una curva y el eje X

En la practica, para obtener el drea delimitada por la grafica y = f(x) y el
eje de abscisas entre * = a 'y « = b, resolvemos la ecuacién f (z) = 0

1. Sino hay ceros en el interior del intervalo, el area es:

[

2. Supongamos que los ceros en [a, b] son z = x7 ... x,. Calculamos:

[ [

Las 4reas vienen dadas por los valores absolutos de esas integrales.

o« Ejemplo 1: ;cuél es el drea del recinto # limitado por la pardbola
y=+/zyeleje X enelintervalo [0,9]?

Como v/r = 0 — x = 0 (sin ceros dentro del intervalo), s6lo calculamos:

9 =9
2
/\/:de: [gm?’ﬂ} =18-0=18 — a(Z%) =18 u?
0 —

=0
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b ) ‘ /be:+A120

1:1 c 3 . b
\ /f:—A2§0

—) /bf:AZO—m(%):A

> /bf:—ASO%a(%):A

—)CL(%) :A1+A2
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o« Ejemplo 2: obtengamos el drea del recinto # limitado por la gréfica de la

1
funcién f(z) =In(z)yelejeOX entrex = —yz = 1. v
e

Como Inz = 0 — 2 = €® = 1, no hay ceros en el interior y por ello s6lo
calculamos (con la Regla de Barrow e integrando por partes):

[y = [rmte) -] 7 = - () =220 <o L

== e (S
e

Tenemos f < 0 en el intervalo (ha dado el opuesto del drea). Asi que la
integral no proporciona directamente el drea.

-1 3
Resulta, pues, que: /

e—2
X) = 2
a(R) S u
o Ejemplo 3: obtengamos el drea del recinto Z limitado por la gréfica de la n
funcién f(z) = 2® — 4 y el eje X en el intervalo [0, 3]. 4
Resolviendo: \ + I
fx)=0—=22=4—2=42 \ ? /
Deducimos que hay que calcular separadamente las siguientes integrales: \ ?
2 r=2 t
9 14 } _ (8 ) 16 X
/O(:t —4)dx7{§x —4dx T 5—8 —(O)——? — T
s 1 =3 8 7 \|[ | [/
z® —4 .,:{—,3—4.} = —12—(——)=— 2
/2 (z ) da 3% x . (9 ) 3 8 3
Resulta, pues: }
16 7 23
t% = — _ = — 2
o) =g Ty

En algunas ocasiones, no se indica el intervalo de integracién. Se entiende
que la curva y el eje de abscisas encierran un nimero finito de recintos

acotados y que debemos hallar el 4rea de la unién de todos ellos. y I
o Ejemplo 4: obtengamos el édrea del recinto & que encierra la curva 3
y = x> — 4z con el eje X. / l

2
Resolviendo: / I
f@)=0—z(z"-4)=0—>2=0,0==2

L 2

Deducimos que hay que calcular separadamente las siguientes integrales
en los intervalos [—2,0] y [0, 2].

/0@3‘4“””)0‘“[%4—%2}36_0 = (0)— (4-8) =4

I E—
! |

N -
—~—

—2 r=—2 3
2 1 =2

/ (2° — 4z) dz = {—x“ - 2902} =(4-8)—(0)=—4

0 4 =0

Resulta, pues, que el 4rea pedida es:

a(#)=A1 +Ay=4+4=8u?

José Alvarez Fajardo 4I
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5.Area de recintos limitados por curvas

El area del recinto & delimitado por las graficas de las funciones continuas
fygentre x =ayx = b viene dada por:

w%w=éﬂf—g

Si, por ejemplo, las gréficas de las funciones continuas f y ¢ se cortan para
x=uay x=>b, el drea del recinto comprendido entre ellas es igual a la
integral de f (la funcién superior) menos la integral de g (funcién inferior):

W%:LU—Lzzlaﬂw>

Asi, para calcular el drea encerrada entre las graficas y = f(z) ey = g (z):

1. Resolvemos la ecuacién f (z) = g (x). Supongamos que las soluciones,
ordenadas de menor a mayorsonx =a,x =byz = c.

2. Calculamos las integrales

L%f—m,(éif—m

3. El area es la suma de los valores absolutos de esas integrales.
< Ejemplo 1: obtengamos el drea del recinto delimitado entre las parabolas
Y= $2 y Y= \/5
Resolviendo
P=Vroal=r—-1t—2=0-2=0,2=1
deducimos que sélo necesitamos calcular una integral:
1 r=1
2 3 1 2 1 1
(Vz —2?)de = [—:ﬂ——xﬂ (———)—(0)—
/0 3 B N 3 3 3
Hemos restado correctamente la funcién inferior a la superior:

a(R) = % u?

o Ejemplo 2: obtengamos el drea encerrada entre las curvas de ecuaciones

y=—4 » y=¢
Veamos dénde se interceptan las curvas:
23
7 =z ad=dr—>z(@?-4)=0—-2=-2,0,2

Hay que calcular dos integrales:
0 3 2 3
z x
) ar=a1 [ (e ) ar=
/2 (ac 1 ) x /0 T 1 =+

a(Z)=1+1=2u?

Es
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y=g(x)
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x
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£ 3
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o Ejemplo 3: obtengamos m > 0 de forma que sea igual a 36 el drea del
recinto limitado por las gréficas

y:—x2+mx , Yy=-—mx
Veamos dénde se interceptan la pardbola y la recta:
—mr=—2>+mzr =2 -2mr=0—=z@x—-2m)=0—-2=0,2m

Calculamos la integral de la diferencia entre esos valores:

Como la parabola es concava, debe

2m 1 T=2m g3 estar por encima de la recta en entre
(—:1:2 + me) dz = ——.1"3 =+ 7n:p2 = — los puntos de corte.
0 3 =0 3 Por ello hemos restado

correctamente y la integral es

Igualando al drea conocida obtendremos la respuesta positiva, coincidiendo con el area.

4 3
%Z36—>m3:27—>m:3

6.Teorema Fundamental del Calculo

La integral definida de una funcién es un nimero, como sabemos,
relacionada con el drea. Veamos un ejemplo:

Consideremos f (z) = 2z — 2. Vamos a calcular e interpretar su integral
definida en el intervalo [1, 3]:

/3f_[x2—2xﬁ_3—(—1)_4

Es un nimero que coincide con el valor del &rea del tridngulo que determina
la gréifica con el eje de abscisas (A =2-4 -+ 2 =4). Pero si en lugar de
colocar como extremo superior el nimero x = 3 dejamos la variable x :

/f:[wz—lv} =22 -2z +1
1 1

Obtenemos la férmula de la funcién F (z) = 2% — 2z + 1 (es una “funcién
area”). ;Cudl es su derivada? Pues es muy sencillo:

F' (z) = (3:27293+1)/:f(9:)

Esto pasa con cualquier funcién continua que integremos y la propiedad se
denomina "Teorema Fundamental del Célculo":

Sea f una funcion continua en un intervalo [ y fijemos a € I. Si definimos

x
F(x) :/ f(t) dt 7(;1: c I) El Teorema Fundamental del
a Célculo nos dice que la funcion
integral F es una primitiva de f.

tenemos entonces que F' es una funcién derivable con

F'=f
o Ejemplo: para obtener la derivada de la funcién I definida por
x
F(x) = / In (1 + t4) dt Observemos que también se
1 cumple:
no es preciso calcular la integral. Por el T.F.C. es: F(1)=0

F'(z) = In(1 + 2

José Alvarez Fajardo 6'
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7.Ampliacion: Sumas de Riemann.

a Concepto

Consideremos una funcién y = f(z) continua en el intervalo cerrado |[a, b).
Vamos a ver qué son las denominadas "sumas de Riemann".

a) Hacemos una particién P del intervalo, que es dividir el intervalo en n
trozos, que no tienen que ser de igual longitud:

a=xo X1 X2 ... Xk Xa=b

b) Hallemos ahora el valor minimo y maximo de y = f(z) en cada uno de
los sub—intervalos de la particién. Llamaremos

my, al valor minimo de y = f(z) en xx_1 , x|
M, al valor mdximo de y = f(x) en xj_1 , k).

c¢) Las sumas inferior y superior de Riemann de f para la particion P son
los nimeros definidos, respectivamente por:

S(f;P):ml-(:El—x0)+---+mn-(xn—xn_l):kaAxk
k=1

S(f;P):]V[1-(xl—:co)+-~+Mn‘(:cn—xn,1):ZMkAxk
k=1

Para ilustrar todo esto se han representado las sumas inferior y superior de
Riemann de f(x) = 0,25z en el intervalo [1,5], correspondientes a la
particién en cinco partes iguales de dicho intervalo.

Observemos que la suma inferior aproxima por defecto el 4rea de la region
situada bajo la curva en el intervalo, mientras que la suma superior la
aproxima por exceso.

Las sumas de Riemann tienen la siguiente propiedad fundamental:

Si y = f(z) es una funcién continua en el intervalo [a, b], entonces existe
un tnico nimero real I que para todas las particiones P de [a , b] verifica:

s(f;P)<I<S(f;P)

Y dicho nimero es la integral definida de f en el intervalo:

S(f:

i ;
P =Y Mz,
k=1

I:/abf

o Ejemplo: si es f (x) = k para todo valor z del intervalo [a, b], entonces
todas las sumas inferiores y superiores de Riemann coinciden:

s(fsP)=S(f;P)=Fk-(b—a)

Todo esto concuerda con la férmula del drea de un rectdngulo y con

/abkdxk-(b—a)

José Alvarez Fajardo
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Ejercicios
1. [S/08] Dadas las funciones f,g:[0,4+00) — R
definidas por
fle)y=Vz , g(x)=Va
calcula el drea del recinto limitado por las gréficas
de fyg.
2. [S/08] Sea g : (0,+00) — R la funcién dada por

g(z) =Inz

a) Justifica que la recta de ecuaciéon y = —x es la
e

recta tangente a la grafica de g en el punto de
abscisaz = e.

b) Calcula el 4rea del recinto limitado por la gréifica
de g, el eje de abscisas y la recta tangente del
apartado anterior.

3. [S/08] Dada la funcién g : R — R | definida por
g(x) =22 + |2* — 1
a) Esboza la grafica de g.

2
b) Calcula/ g(x)dx
0

4. [S/08] Sean f,g:R — R las funciones definidas
por

f(l‘) = $2 -1 ’
a) Esboza las graficas de f y g.

g(x) =2x+2

b) Halla el area del recinto limitado por las graficas.

5. [S/08] Calcula

I /1 dz
—p (22 —x)(z —1)
6. [S/08] Sea f:R — R lafuncién definida por

fla) = o2

a) Justifica que la recta de ecuacién y = —2ex es
la recta tangente a la grafica de f en el punto de
abscisa z = —1/2.

b) Calcula el area el recinto limitado por la grafica
de f, el eje de ordenadas y la recta tangente del
apartado anterior.

José Alvarez Fajardo

7. [S/08] Sean f,g:R — R las funciones definidas
mediante

f(z) =2% — 4z g(r) =3x—6
a) Determina los puntos de corte de sus graficas.
b) Halla el 4rea del recinto limitado por las gréficas.

8. [S/08] Calcula

1
/x'ln(l‘%—l)dx
0

9. [S/08] Sean f,g: R — R las funciones dadas por

fl@)=a* , g(z)=a
donde es a > 0. Se sabe que el drea del recinto

limitado por las graficas de ambas funciones 3"

Calcula el valor de la constante a.

10.[S/08] Calcula
e
/ 2’ Inzdz
1

11.[S/08] Sea f : R — R la funcién definida por

x|z st <2

6—z si x>2

a) Esboza su gréfica.

b) Calcula el drea comprendida entre la grafica de f
y el eje de abscisas.
12.[S/08] Sea g : R — IR la funcién definida por
1
g(x) =2 -2 + 2
4
a) Esboza su gréfica.

b) Determina la ecuacién de la recta tangente a su
grafica en el punto de abscisa * = 2.

c) Calcula el drea del recinto limitado por la gréfica
de g y el eje de abscisas

13.[S/09] Considerar las funciones f,g:R — R
definidas por
fl)=lz| , g(z)=06—2a

a) Esboza el recinto limitado por sus graficas

b) Calcula el area de dicho recinto.
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14.[S/09] La recta tangente a la grafica de la funcién
f + R — R definida por

f(z) =ma? +nx -3
en el punto (1, —6), es paralela a larectay = —2x.

a) [1,25] Determina las constantes m y n. Halla la
ecuacion de dicha recta tangente

b) [1,25] Calcula el area del recinto limitado por la
gréfica de la funcion, la recta tangente anterior y
el eje de ordenadas.

15.[S/09] La curva
L,

2/2595

divide en dos recintos el rectdngulo de vértices
A=(0,0),B=(2,0),C=(2,1),D=(0,1)
a) Dibujar dichos recintos
b) Hallar el drea de cada uno de ellos
16.[S/09] Sea f:R — R definida por
f(@) = ala -1
a) Esboza su grifica.

b) Comprueba que la recta de ecuaciéon y = x es la
recta tangente a la gréafica de f en el punto de
abscisa z = 0.

c) Calcula el drea del recinto limitado por la gréfica
de f y la de dicha tangente.

17.[S/09] Considera la curva de ecuacion
y=a> — 3z

a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva
en el punto de abscisa x = —1.

b) Calcula el area del recinto limitado por la curva
dadaylarectay = 2.

18.[S/09] Sea f : (0,4+00) — R definida por
fz)=1+Inz

a) [1] Comprueba que la recta de ecuacidn

1 :
=1+ —x es la recta tangente a la grafica de f
e
en el punto de abscisa z = e.

b) [1,5] Calcula el 4rea del recinto limitado por la
grafica de f , el eje de abscisa y la recta tangente
del apartado a)

José Alvarez Fajardo

19.[S/09+15] Sean f : [0,400) - Ry ¢g:R — R
las funciones dadas por

f(x):\/?E )

a) Haz un esbozo de sus gréficas

1
g(z) = 5332

b) Calcula el area del recinto limitado por la
gréficas de ambas funciones.

20.[S/09] Sean f,g: R — R las funciones definidas
por

f(l‘):—$2+1 s

Calcula el 4rea el recinto limitado por sus graficas

g(z) =z -1
21.[S/09] Las dos gréficas del dibujo corresponden a la
funcién f : (0,+00) — R definida por
2
flz)==+2Inz
x

y ala de su derivada f’ : (0, 4+00) — R.

a) Indica, razonando la respuesta, cudl es la grafica
de f y cudl lade f'.

b) Calcula el 4rea de la regiéon sombreada

22.[S/09] Considera las funciones f:R — R y
g : R — R definidas por

flz) =2+ , g(x) =2

a) Determina los puntos de corte de las graficas de
fy g. Esboza dichas grificas.

b) Calcula el 4rea del recinto limitado por dichas
graficas

23.[S/09] Calcula un nimero positivo a, menor que 4,
para que el recinto limitado por la pardbola de

.z 2 .
ecuacion y = x” y las dos rectas de ecuaciones

— unidades

y=4 e y=a, tenga un drea de 3

cuadradas.

2|
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24.[S/10] Calcula el valor de a > 0 sabiendo que el
drea del recinto comprendido entre la pardbola

y=a2"+ar y la recta y+x=0 vale 36
unidades cuadradas

25.[S/10] Calcula

/ sen/x dx
0

Sugerencia: Efectda el cambio Ve =t.
26.[S/10] Considera la funcién f dada por
f(z)=5—=2 y la funcién g definida como
4
g(x) =  para @ # 0
a) Esboza el recinto limitado por las graficas de f
y g indicando sus puntos de corte.
b) Calcula el area de dicho recinto.
27.[S/10] Dada la funcién f definida por

5 4si$7é1,x7é4

M) = g va

Calcula el 4rea del recinto limitado por la grafica de
f ,elejedeabscisas, y lasrectas o =2, x =3 .
28.[S/10] Sea la funcién f: R — R definida por:
flz) = 2|2 -l
a) Esboza su grifica.

b) Obtén el drea del recinto limitado por esa grafica,
el eje de abscisas y la recta de ecuacién © = 3.

29.[S/10] Considera las funciones f,g:R — R
definidas por
f@)y=2-2> , g(z)=lz|
a) Esboza sus griaficas en unos mismos ejes

coordenados.

b) Calcula el 4rea del recinto limitado por las
graficasde fy g.

30.[S/10] Sea f : (0,4+00) — R definida por
f(z)=Inzx

a) Comprueba que la recta de ecuacidn
y=—er+1+e® es la recta normal a la

grafica de f en el punto de abscisa x =e .

b) Halla el area de la region limitada por la grafica
de f ,eleje de abscisas y dicha recta normal.

José Alvarez Fajardo

31.[S/10] Sea la funcién f: R — R definida por
f(z)=2%+4

a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica
de f enel punto de abscisa z = 1.

b) Esboza el recinto limitado por la grafica de f ,
el eje de ordenadas y la recta de ecuacion
y = 2x + 3 . Calcula su area.

32.[S/10] Sean f,g:R — R las funciones definidas
por

1
fl@)=a® =22 +3y gl) = 52" +1

a) Esboza las gréificas de f y g,y halla su punto
de corte.

b) Calcula el drea del recinto limitado por Ilas

graficas de ambas funciones y el eje de
ordenadas.
33.[S/11] Considera las funciones f,g:R — R

definidas por
f(x)=6x -2y g(x) =2* -2z
a) Esboza sus graficas en unos mismos ejes
coordenados y calcula sus puntos de corte.

b) Calcula el drea del recinto limitado por las
graficasde fy g¢.

34.[S/11] Considera las funciones f,g:R — R

1
definidas por f(z) = —1332 +4yglx)=2*-1

a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica
de f en el punto de abscisa x = —2 .

b) Esboza el recinto limitado por las graficas de
ambas funciones y la recta y = x + 5. Calcula
el drea de este recinto.

35.[S/11] Calcula el valor de b > 0, sabiendo que el
drea de la region comprendida entre la curva

y=+T ylarecta y=>br es de 3 unidades
cuadradas.

36.[S/11] Sean f:R - R y g:R — R las
funciones definidas por
f@)=4=3|  g(z)==

a) Esboza sus gréficas y halla sus puntos de corte.

2

b) Calcula el drea del recinto limitado por las
graficasde fy g¢.

3
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37.[S/11] Calcula:

/ 2 cos(z) dz
0

38.[S/11] Calcula un niimero a , positivo y menor que
2, para que el recinto limitado por la pardbola de

%y las dos rectas horizontales de

14
ecuaciones ¥y =a e Yy = 2, tenga un drea de 3

. 1
ecuacion y = 5

unidades cuadradas.

39.[S/11] Consideremos la funcion f:R — R
definida por f(z) = —2z% + 3z — 1 , se pide:
a) Prueba que las rectas y=-z+1 e

y = 3z — 1 son tangentes a su gréfica.

b) Halla el area del recinto limitado por la grafica de
f 'y las rectas mencionadas en el apartado
anterior.

40.[S/11] Sea la funcién f:(—1,400) — R
definida por f(xz) =1In(z+1).

a) Esboza el recinto limitado por la grafica de f , el
eje OY ylarecta y = 1. Calcula los puntos de
corte de las graficas.

b) Halla el area del recinto anterior.

41.[S/12] Considera las funciones
definidas por

f(x) = sen(x) y g() = cos(x)

a) Realiza un esbozo de las gréficas de f y g en el

HLg:R - R

intervalo {0 , g} .

b) Calcula el 4rea total de los recintos limitados por

T
ambas graficas y lasrectas v = 0y x = 5

42.[S/12] Sea f una funcién continua en el intervalo

[2,3] y F una funcién primitiva de f tal que
F(2) =1y F(3) = 2. Calcula:

3
a) [ f(z)de

2

3

José Alvarez Fajardo

43.[S/12] Sea la funcién f:R — R definida por
f(z) =2 — 4z.

a) Esboza el recinto limitado por la grafica de f y la
recta y = —x — 2, determinando los puntos de
corte de ambas graficas.

b) Calcula el area del recinto anterior.

44.[S/12] Sean f:R - R y ¢g:R — R las

funciones definidas por
f(z) =2* - 2z g(z) = -2 + 4z

a) Halla los puntos de corte de sus gréficas y realiza
un esbozo del recinto que limitan.

b) Calcula el drea de dicho recinto.
45.[S/12] Sea f:R — R la funcién definida por

9 — 2

fla) ="

Esboza el recinto limitado por la grifica de f, la
recta  + 2y = 5 y el eje de abscisas. Calcula el area
de dicho recinto.

46.[S/12] Sea f una funcién definida por

f@) =

a) Halla una primitiva de f .

siz#1,0# -1

b) Calcula el valor de k para que el drea del recinto
limitado por el eje de abscisas y la gréfica de f
en el intervalo [2, k] sea In(2).

47.[S/12] Calcula los valores de a y b sabiendo que la
funcién f : (0 + c0) — R definida por

f(z) = az® + bIn(x)

tiene un extremo relativoen z = 1y que

/4f(x)dx =27 — 81In(4)

48.[S/12] Sean las funciones f:R — R 'y
g:[0,4+00) — R definidas por
22
@) =2 . e =2v

a) Halla los puntos de corte de las graficas de f y g.
Realiza un esbozo del recinto que limitan.

b) Calcula el area de dicho recinto.

4|
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49.[S/12] Se considera el recinto del plano situado en el
primer cuadrante limitado por las lineas

y=8—4x 2

y=4x y=2r—x
a) Realiza un esbozo de dicho recinto.
b) Calcula su érea.

50.[S/13] Considera las funciones f y g definidas por

2

ga) = = (2 # 1)

a) Calcula los puntos de corte entre sus graficas.
b) Esboza en los mismos ejes las graficas de fy g.
c) Halla el 4rea del recinto limitado por éstas.
51.[S/13] Sea g : R — R definida por
g(r) = —2* + 62 -5

a) [0,75] Halla la ecuacién de la recta normal a su
gréfica en el punto de abscisa 7 = 4.

b) [1,75] Esboza el recinto limitado por la gréafica de
g vy larecta x — 2y + 2 = 0. Calcula el area de
este recinto.

52.[S/13+15] Sea g : (0, +00) — R definida por
g(z) = [In(x)|

a) Esboza el recinto limitado por la graficade g y la
recta y = 1. Calcula sus puntos de corte.

b) Calcula el area del recinto anterior.

53.[S/14] Sean f,g: R — R las funciones definidas
respectivamente por

_ =l _ 1

a) Esboza las gréficas de f y g sobre los mismos
ejes y calcula los puntos de corte entre ambas
gréficas.

b) Calcula el 4rea del recinto limitado por las
graficas de f y g.
54.[S/14] Considera el recinto limitado por las curvas
Yy = 2 - $2 )

y=a’ | y=4

a) Haz un esbozo del recinto y calcula los puntos de
corte de las curvas.

b) Calcula el drea del recinto.

José Alvarez Fajardo

55.[S/14] Sea f:R — R lafuncién definida por
fx)=—2*+22+3

a) Calcula la ecuacién de la recta tangente a la
grafica de f en el punto de abscisa z = 2.

b) Esboza el recinto limitado por la gréfica de f, la
recta 2z +y — 7 = 0y el eje OX, calculando los
puntos de corte.

c) Halla el 4rea del recinto descrito en el apartado
anterior.

56. [S/14] De la funcién f : R — R definida por
fx)=a® 32> —2+3

a) Halla, si existe, el punto de la grafica de f en el
que la recta tangente es y = 3 — T.

b) Calcula el 4rea del recinto limitado por la gréifica
de f y la recta del apartado anterior.
57.[S/15] Sea g la funcién definida por
gx)y=nzx ,, x>0

Calcula el valor de a > 1 para el que el area del
recinto limitado por la grifica de g, el eje de
abscisas y larectax = a es 1.

58.[S/15] Calcula:
/ 22 senzdr
0

59.[S/15] De la funcién f : R — R definida por
f(x) = |2 — 4]
a) [0,75] Haz un esbozo de la grifica de f.

b) [1,75] Calcula el area del recinto limitado por la
grificade f ylarectay = 5.

60.[S/15] Calcula el valor de a > 1 sabiendo que el drea

del recinto comprendido entre la pardbola
4
Yy = —x2+axylarectay =zxes 3
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Cuestiones

1. ;Para qué funciones se tiene que toda suma de
Riemann inferior es igual a toda suma superior?

2. El érea del recinto situado bajo la curva de ecuacién
y = f(z) en el intervalo [a , b, ;es siempre igual a la
integral de la funcién en dicho intervalo?

3. Dos funciones son opuestas en el intervalo [a, b).
(Qué relacién hay entre sus integrales definidas en
dicho intervalo?

4. Se consideran las funciones
f(x) =senx , g(z)=|senz]
a) Dibujalas en el intervalo [0, 27].

b) Los recintos que delimitan sus graficas con el eje
de abscisas, /tienen igual drea?

c) Las integrales definidas de las funciones en ese
intervalo, ;son iguales?

5. Razona las siguientes cuestiones:

a) (Puede ser el drea de un recinto un ndmero
negativo?

b) ;Puede ser negativa una integral definida?

6. Sea f : [a,b] — R continua tal que

/abf(x)dx:()

(Podemos deducir que es f(x) = 0 para todo = del
intervalo [a , b]?

7. La funcién continua g : [1,5] — R verifica

2 5
/924 y /g=7
1 1
deduce el valor de
5
[
2
8. Sabiendo que
5 5 3 5
/ f(x)dx:/ gdx:/ fdx:/ gdz =3
1 1 1 3

calcula

5 3
| @) + 3@y~ [ 31@) + gl ds
3 1

José Alvarez Fajardo

9. Demuestra que
27
/ sentxdr < 27
0

Sugerencia: el seno estd acotado entre — 1y 1.

10.El érea de la regién encerrada por y = 2° —z y el

eje OX no se puede calcular mediante la integral

/11 (a:3 — x) dx

Explica por qué, y cdmo se ha de proceder, siendo:
’» I

[

~

fr

11.Representa la gréfica de la funcién

y=lz+1]|

y deduce geométricamente el valor de

2
/ |z + 1| dz
—2

12.Sin usar el Caélculo de
geométricamente el valor de

/Osf(x)dx

siendo la graficade f la siguiente:

Primitivas, deduce

¥
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20.Calcula f(0) si sabemos que es

13.Comprueba que es

2
/|2m—1dx:
0

14.Sin usar el célculo de primitivas, deduce que es

27
a) / senxdr =0
0

3
b) / V9 —22de =
-3

15. Dada la funcién

fl@) =2+ 2|

5

2

O
2

a) Esboza su gréfica.
b) Halla el area del recinto acotado que determina
esa gréfica y el eje OX.

¢) Obtén
2
/ f(z)da
-2

4
/x'|a:—2]d:13
0

17.Calcula la derivada de la funcién

xr
/ cosu du
0

a) Obteniendo primero la expresion de I’ y
derivando después.

b) Sin calcular la integral, aplicando el Teorema
Fundamental del Célculo.

18.Consideremos f : R — R definida por

Tot—4
= |

16.Calcula

F(x)

dt

a) Estudia su monotonia y averigua para qué valores
alcanza sus extremos.
b) Obtén la ecuacién de la recta tangente a la gréfica
y = f(x)parax = 0.

19.Demuestra que es siempre creciente la funcion f

definida por
¥3 —coss
—d

/ fu)du=2® — 222 +1
1

21.Si f es continua y u derivable, usando la Regla de la

Cadenay el T.F.C. es:
d

dz J,

Calcula la derivada de f : (0, 4+00) — R con

fa) = [

22. Si u y v son derivables en todo punto, obtén la
expresion de la derivada de la funcién definida por:

u(z)

w1y cos(u)
u

du

v(z)
F(z)= f(t)dt
u(zx)
23.Calcula
N T 2
lim — [ sen(t”)dt
x—0 1 0

Integrales definidas
3,5,8,10,25,37,42*[TFC], 58
Cilculo de area
11,12,27,28
Célculo de drea entre dos graficas

1,4,7,13*%,16%,17,19,20,21,22,26,29%,
33,36%,41%,43,44,48,50,51,52,53, 56,59

Area de un recinto

2,6,14,15,18,30,31,32,34,39,45,49,
54,55

Calculo de parametros

9,23,24% 35,38,46%,47,57,60

José Alvarez Fajardo
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Autoevaluacion

1. Consideremos la funcién f : [0, 27] — R dada por

f(x) = xzsen(x)
a) Calculo el drea del recinto recinto limitado por la
curva y = f(x) con el eje de abscisas.
b) Razona si dicha area coincide o no con el valor
de la integral

27

f(x)dx

0

2. Sean las funciones f,g : R — R definidas por
f(@)=|z(z-2)] , glz)=z+4

a) Esboza las gréficas de f y g sobre los mismos
ejes. Calcula los puntos de corte entre ambas
gréficas.

b) Calcula el area del recinto limitado por las
gréficas de ambas.

3. Consideremos la funcién f definida por

g3
f(x):/l ﬁdt

a) Demuestra que f tiene un minimo absoluto para
T =3.

b) Obtén la ecuacion de su recta tangente para * = 1

4. Esboza el recinto limitado por la grafica de la

pardbola y = —(x — 2)? — 2, la recta tangente a la
gréfica de la pardbola en el punto de abscisa * = 3,
el semieje positivo de abscisas y el semieje negativo
de ordenadas. Calcula su area.

5. Se quiere dividir la regi6n encerrada entre la

pardbola y = - y la recta y = 1 en dos regiones de
igual drea mediante la recta y = a.

Halla el valor de a.

José Alvarez Fajardo 8'
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Adn asi veamos algebraicamente:

Autoevaluacioén 2<00z>2 f(z)=a® — 2

1.

a) Resolvemos
zsenr=0—zz=0,xr=m,r =27

Asi que calculamos separadamente

/()Trf(x)dw )

Calculemos la primitiva de la funcién, lo
haremos por partes:

27

f(z)dz

/x sen(x) dr = —x cos(z) + sen(x) + C

Aplicando ahora la Regla de Barrow a las dos
integrales definidas anteriores:

a(R)=m+3r=4n

b) Como la funcién cambia de signo, la integral no
proporciona el drea, ya que contabiliza el 4rea
bajo el eje de abscisas como un nimero negativo.
Concretamente:

27
flz)de =7+ (=3m) = -2«
0

a) Las graficas son:

1
0
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

[ [ S R
En la grifica apreciamos claramente los puntos
de corte de ambas: para z = —1y parax = 4.

José Alvarez Fajardo

22— =r4+4—>zx=—1, =41
0<z<2— flz)=—2*+2x:
— 2% + 2 = x 4+ 4 — no hay solucién

b) Para calcular el drea, dividimos la zona en las tres
correspondientes a los intervalos [—1,0], [0,2] y
2,4]:

; o, 13
a(2) = (—z*+3x+4)dz = -
—1

g 26
a(F) = [ (*—z+4)dz = 3
0

4 292
a(F3) = / (—2* + 3z +4)dxr = 3
2
Sumando:
. 13 26 22 109
a(HR)=—+ 5+ 5 =—

6 3 3 6

3. Antes de dibujar el recinto, obtengamos la recta
tangente de la que habla el enunciado:

y—fB)=rB)(z—-3) - y=-22+3

El grifico es:

'f A
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Vemos que en el intervalo [O, g] tenemos el area
situada entre la pardbola y el eje de abscisas,
mientras que en [% , 3} el area es la delimitada entre

la tangente (superior) y la parabola (inferior). Asf:

a(%)z—/:(—:v2+4x—6)dx:_

3
a(%g):ﬂ’ (m2—6x+9)d:1::§

M

Sumando:

450 o7

AP =g +g=7

4. Observemos que el integrando es una funcién
continua: es una fracciéon racional en la que el
denominador es siempre positivo. Asi aplicaremos el
teorema Fundamental del Célculo, que nos dice que
la derivada de la funcién integral es el integrando:

-3
fl(x):§4+1

)
N

a) El estudio de signo de la derivada es simple:

—
L

x=3

!

N §%

x=3

Deducimos que para =3 hay un minimo
absoluto.

b) Observemos que f(1) =0y f'(1) = —1. Luego:
y—f()=f()(z-1) - y=—-a+1

5. La grifica es sencilla: se trata de la regién

delimitada por la pardbola y = 2? (convexa con
vértice en el origen de coordenadas) y la recta
horizontal y = 1. Veamos los cortes:

?=1>x==+1

José Alvarez Fajardo

La region es:

Si queremos dividir esa region en dos partes de igual
area, cada una de ellas medira la mitad del total. Asi
que vamos a calcular ese total:

1
a(y):/_l(l—x2)dx:§

El recinto delimitado por la recta horizontal y = a y
la pardbola y = 2 es el dibujado:

”~

Observemos los puntos de corte :
P?=a—>z= +Va
El drea limitada entre la recta y = a y la pardbola es:

va

4
a(///):—/ (a—mZ)dx:—a\/a
_\/E 3
Debe ser la mitad del total:
4a 2 1 3 1 1
E\/a=§—>a\/a=§—>a ZZ—>a:_\3/Z

10|
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