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CALcuLo DE PrRiMITIVAS
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Comprender el concepto de primitiva
de una funcién, y conocer la notacion
de Leibnitz .
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expresiones analiticas o mediante
sus representaciones gréaficas, saber
reconocer si una es primitiva de la
otra.

Dada una familia de primitivas, saber
determinar una cuya gréfica pase por
un punto dado.

Dada una familia de primitivas, saber
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un punto dado.
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linealidad de la integracion
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funciones elementales aplicando
inversamente la regla de la cadena.

Conocer la técnica de integracién por
cambio de variable.

Conocer el método de integracion
por partes y saber aplicarlo
reiteradamente.

Saber calcular integrales indefinidas
de funciones racionales en las que
las raices del denominador son
reales.
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Mates I1

Cdlculo de Primitivas

1.Concepto de primitiva.

Dada una funcién derivable F', mediante el proceso de derivacion que hemos
estudiado, se le puede asociar otra funcién f, que es su derivada:

r2y

En este caso escribimos F’(x) = f(xz), para todos los valores x en los que la
funcién F' es derivable. Por ejemplo:

D
F(x)=2% = f(x)=32?
D
G(z) =e** = g(x)=2e%*
En ocasiones es preciso volver hacia atrds, considerar el problema reciproco:
dada una funcién f buscar otra F' con I’ = f. Este proceso, que es el inverso a
la derivacion, se llama integracion. Y a la funcién F' se la llama primitiva de f
. Veamos algunos ejemplos:
fz) =2z

g(z) = cosx N G(x) =senx

N F(x) = 2?

Tenemos, asi dos operaciones reciprocas:

derivo
—A_
F f
~
integro

Por ejemplo, como D arctanx = 1522 podemos decir que:

1

+ F(x) = arctanz es una primitiva de f(x) = a2

« fle)=

T2 la derivada de F'(z) = arctan x.
T

2.Integral indefinida. La notacion de Leibnitz.

Es claro que una funcién continua tiene infinitas primitivas. Por ejemplo:

( Fi(x) =senx +1

Fy(x) =senx + 3
integrando

f(z) = cosx

F3(x) =senx — 3

\

Todas las primitivas se diferencian s6lo en una constante. Luego una
primitiva cualquiera de f(z) = cosx es F(x) =senxz + C donde C es un
nimero fijo cualquiera.
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Busca ta primitivas de las siguientes
funciones. Recuerda que has de
encontrar una funcibn F cuya
derivada sea f:

- fix) =1

. fa(x) = senx

= f3(x) = cos(3x)

- R =

El proceso por el que se pasa de:
Fx)=x* a f(x)=2x se llama
derivacion.

f(x)=2x a F(x)=x* se llama
integracion.
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Veamos la notacion y el lenguaje usado:

Consideremos una funcién continua f definida en un intervalo 1.

a) Una primitiva de f es una funcién F' que cumpla F’ = fen I. La notacién que se usa para la

. . . .. int | indefinida fue la introducid
b) Al proceso por el que se obtiene F’ a partir de f se le llama integracién. g‘o??_ﬁb;:t; nida fte fa inffodueica
¢) Cualquier primitiva de y = f(z) es de la forma y = F(z) + C donde / f(x) dx = F(x) + C

C' es una constante cualquiera.
El simbolo "diferencial de x" —dx-

d) Esto se expresa simbolicamente con la notacion de Leibnitz: que aparece puede omitirse, aunque
conviene acostumbrarse a él pues
en ciertas circunstancias es muy Util.

/f(x)dx—F(x)—i-C’ y

y se dice que la integral indefinida de y = f(z)esy = F(z) + C.

o Ejemplo: /cosxdx =senz + C

3.Integrales inmediatas.

De las reglas de derivacion que ya conocemos se deducen inmediatamente
las siguientes primitivas. De ahi el nombre de "integrales inmediatas":

Podemos comprobar todas estas
kdr =kx+C integrales observando que al derivar
el segundo miembro obtenemos el
integrando.

n —_ n+1 -1
dz n+1 +C (n#-1)

8

dz =Inlz|+C

/
/
/
[ea=ere
/
/
=

SHE

Exponenciales de base cualquiera:

/axdx:ax-logae—&-c

coszdx =senx + C

senzdx = —cosz + C

2, dr = tanx + C
cos

/ 5 dx = —cotx +C
sen? x

dx = arcsenx + C

[

1
/7(136 = arctanx + C
1+ 22

José Alvarez Fajardo 2 I



Mates I1 Cdlculo de Primitivas

o Ejemplo: Es:
1 Observa que decir
/xqu: = §:L'3+C /xzdx:%x3+C
es lo mismo que decir
o - 1
4.Propiedades lineales. o (52) =

Derivar una combinacion lineal de funciones es muy sencillo:

Do F+B8-G)=a-F +5-G

De aqui se deduce para la integral: La linealidad equivale a estas dos:

/[Oéf($)+ﬁg($)]d93=a/f(x)dx+ﬁ/g(x)dx /(erg)—/er‘/g

'/k~f=k»'/f

o Ejemplo:
/($2+4em)dx:/$2d1‘—|—4/e‘rdm:;:133—1—46“”—1—0
& Ejemplo:
/(36’”—5cosx)da::3/e“dw—5/cosxdfc:3ex—5senx+C
o Ejemplo:
/(3senm+2cosx)d:1:——3008x+2senx+0

o Ejemplo: parax > 0 es

/2m2+3m+1

1
. dx:/(2$+3+5>d$:x2+3x+lnx—l—0

d.Integrales de formas compuestas.

Con lo visto hasta el momento podemos obtener las primitivas de las
funciones anteriores y de sus combinaciones lineales.

De la aplicacién de la regla de la cadena para derivar funciones compuestas
podemos obtener un procedimiento para obtener primitivas de mas
funciones. Por ejemplo:

9 sen (.1:3) = cos (:U3) 2322 = /33;2 cos (mg) dx = sen (563) +C

En general:

Observa que la primitiva se deduce
P senu(z) = cosu(x) - u'(r) — /u/(m) cosu(z)dr = senu(z) + C de la derivada de una composicién.

Esta es la que se denomina forma compuesta de la integral del coseno.
Veamos otro ejemplo:

DT =T . cosz — /cosxesenxdw =" 4+ C

José Alvarez Fajardo 3 I
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Cdlculo de Primitivas

Aqui tenemos una tabla de las formas compuestas inmediatas.

/u'(m) w(z)" dx = !

n+1

u(z)" +C (n# 1)

/u z) dz = Inju(x)| + C
u(x)
u'(z) @ dg = ) 4 ¢
u'(z) cosu(z)dr = senu(x) + C

Jre
Jre
[ T——
[t
Ere
=

() _
/m dx = arctanu(x) + C

o« Ejemplo: veamos algunas formas exponenciales

1 1
/azewg_1 dx = 3 /21‘612_1 dz = 569”2_1 +C

/$2ex3+1 dz = %/3332 &t dy = %emsﬂ +C

1 1
/em’dx: 5/5e5"’”dx: ge5x+C

o Ejemplo: vemos algunas formas de tipo seno y coseno

1 1
/$2COSI3d$:3/335’2(3082?3(113:38611563—{—0
e’sene” dxr = —cose® +C

2 1 2 1 2
x cos(x fl)d:p:§ 2x cos(x fl)dxzisen(:v -1H)+C

sen(4x) dx =

— Y

/4 sen(4z) dz = —% cos(4z) + C

PN
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Se deducen inmediatamente de la
regla de la cadena.

Para comprobar las integrales,
derivamos el segundo miembro y
obtendremos los integrandos

¢ Eres capaz de encontrar la funcion
argumento u?
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o« Ejemplo: vemos algunas formas de tipo logaritmico

e’ -
/em+1dx—ln(e +1)+C

3 1 [ 423 1

32 +2x — 1
/x3j_;_2_xx_ldx—ln\$3+x2—x—1\+C

x 1 2x 1
/x2+1d1‘ 2/x2+1d$ 2n(az+)+C’

o Ejemplo: vemos algunas formas de tipo potencial

1

/J}($2—1)3dx—%/Qw(l‘z—l)gd$—§($2—1)4+c

1
/sen4:ccosasda:: gsen5x+0

3
/de—/(lnx)?"%dx— %(lnx)4+0

X

o Ejemplo: vemos algunas formas de tipo arco—seno

— arcsen(3z) +

[ e e= /m
/ﬁ:/ﬁdz:arcsen(ex)—i-c
/m /W %

o Ejemplo: vemos algunas formas de tipo arco—tangente

1
/m dl’ = arctan(x =+ 2) —+ C

/Cosx dz = arctan(senx) + C
1+sen?z

1 1 5 1
/1 +2522 " T 5 /1 T (B 47 = g rcten(5n) + C

z? 1 3z? 1 3
/mdx:§/md$:§arctan(aj)+c

< Ejemplo: vemos algunas formas de tipo tangente—cotangente

1 1 ) 1
A= [ —2 _dr=—t
/0082(53:) T75 /0052(533) *75 an(5z) + ¢

1

José Alvarez Fajardo

arcsen (:1:2) +C
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6.Integracion por partes.

Debemos tener en cuenta que no todas las primitivas pueden obtenerse con
las formas compuestas de las funciones bésicas. Observemos, por ejemplo,
las dos integrales siguientes, que son muy diferentes:

I :/m-cosw2d:1:

I, = /x-cosxda:

La primera integral es una forma compuesta, ya que el integrando se obtiene
de la simple aplicaciéon de la Regla de la Cadena. Pero no asf la segunda,
pues proviene de la derivada de un producto.

Como la derivada de un producto no es el producto de las derivadas, esa
2

. xz . .
segunda integral no es I = - senz + C. {Cémo calcular esa integral?

Para obtenerla se emplea el denominado "método de integracién por partes":

Si fy g son derivables con derivadas continuas, es i iy
Expresion clasica, con la notacion

donde G’ = g.

o Demostracién:
Como (f-GY=f-G+f-g
Es frg=(-G)-f-G

Integrando: /(f-g):/(f-G)’—/(f'-G)

De ahi /(f-g):f-G—/(f’-G) c.q.d.

o Notas:

En el método se intenta reducir el cdlculo de la primitiva de f - g al de la
primitiva de f’ - G, con la esperanza que este célculo sea més sencillo.

o« Ejemplo: obtengamos I = / x - cosxdx

Elegir bien cudl es la parte que se

. D / . debe derivar y cudl es la parte que

Elegimos f(aj) =7 f (:13) =1 se debe integrar es cuestion de
g f practica. Si vemos que la integral
g(z) = cosz > G(x) =senw que aparece es mas complicada,

cambiaremos la eleccion.

Asi, tenemos:

/wcosxdx = x-senz — [1-senxdx =

—

= xz-senx — (—cosx)+C =z -senzx +cosx + C

José Alvarez Fajardo 6 I
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o Ejemplo: obtengamos I = / r?e” dx.

/xz Tdr = 22e% — /230 T dr = !Este caso es un ejemplo de
integracion por partes reiterada:
aplicamos la integracion por partes y
— 2% (21‘ e? — /2 e® dx) = a la integral obtenida volvemos a
aplicarle la integracion por partes.

= z22e® —2xe*+2e% +C

o« Ejemplo: obtengamos I = / e?® cos x dx

I = /e%cosxda::ezwsenx—/Qe%senmdx:
— 2genx — |2 e2a:(_ oS 1’) _ 46233(_ oS 3:) dzl = Este caso . vuelve a aparecer de
nuevo la integral que se intenta
. 20 20 obtener. Despejamos la integral,
= e“senx+2e™ cosw —4l como si de una ecuacion se tratase

Hemos obtenido
I =e* (senz + 2cosx) — 41
Despejando

1 5.
I= 5621 (senx + 2cosz) + C

< Ejemplo: obtengamos I = / sen® z dz.

Elegimos f(x) =senz y g(x) =senx .

1= /senx -senzdz = senz(—cosx) — /cos z(—cosz)dx = Observemos que hemos usado la
formula

-2 2 . — 1
= —senxcosx + /(COS.I)2d$ = —senzcosx + /(1 —sen” z) dx sen IJHiO&' ’
sen’z =1 —cos’x
=—senxcosx+x—1 .

para volver a obtener la integral
Hemos obtenido il
Intenta hallar, de la misma forma

I =—senxcosz+zx—1 .
. /cos2 x dx
Despejando
1 1
I=——senxcosx+ —x+C
2 2
o Ejemplo: obtengamos I = /lnx dx Las integrales de ciertas funciones

se obtienen integrando por partes
considerando la unidad como uno de
los factores

/lnxdaj = /1~lnxdx:x'lnx/x-1dx: ./f:./(l'f)
T

Asi se halla, por ejemplo, la integral

del logaritmo, del arco seno o del
= g-lnz— |ldze =2 -Inzx—2+C 9
arco tangente.

Truco: elegimos f(z) =Inzy g(z) =1.

José Alvarez Fajardo 7 I
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7.Integraci6n de funciones racionales.

Se trata de calcular la integral de funciones racionales, esto es, de la forma

donde p y ¢ son polinomios.

Lo primero que haremos para calcular la primitiva de una funcién racional es
intentar que el grado del numerador sea menor que el del denominador.

Si eso no fuese asi dividiremos el numerador entre el denominador, asi:

p() | () = cc(x) +r(x M:cm @
c(x) ) — p(z) = q(z) - c(x) + r(2) — Y@ ()+q<w)

a Fracciones simples

Son de la forma
I = / a dz
mx +n

Se trata de integrales de tipo logaritmico:

I:i/ m dx:gln|mx+nl+0
m mx+n m

5

d
w—17

o Ejemplo: obtengamos I = /

5) 2 )
I:—/ dxzﬁln\QﬂU—lH—C

2) 2x—1
3
1
o Ejemplo: obtengamos [ = / xx j_l dx
Dividiendo.
c(z) =2 +z+1
(®+1):(z—1) —
r(x) =
Luego:
B+1 2
=z"4+r+1+——
z—1 z—1

Ahora integramos la descomposicion:

9 2 3 2P
I= “+r+l+——|do=—+—+z+2Injz-1|+C
z—1 3 2

José Alvarez Fajardo

A este tipo de funciones racionales
se las denomina "fracciones
simples".
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a Fracciones sencillas

Se intentard expresar el cociente como una suma de fracciones simples. Lo
veremos a través de un ejemplo.
z+1

d
x2 — 2 o

Intentemos obtener [ = /

Observemos que el denominador puede factorizarse de la siguiente forma:
22 — 22 = x(x —2)
Asi, intentaremos la siguiente descomposicion:
r+1 a b
=2+ *)

22 —-2r x x-2

De ahi, que deba ser:

r+1  alx—2)+bx
r2-2x  z(z-2)

Como tienen el mismo denominador, los numeradores serédn iguales:

. 1
siz=0—1= a(_2) —a= _5 Observa que sustituimos en ambos
r+1= a(x - 2> +bx 3 miembros por los ceros del
Six:2—>3:b-2—>b:§ denominador.

De la descomposicién de (*) resulta:

_% % 1 3
[—/(7+x_2)dx——iln\x\—kiln!x—?H—C

o Ejemplo: Comprueba que

/ 322 + 122 + 1
3 4+322 -2 —3

de =—Injz+3[+2In|z+ 1| +2Injz - 1|+ C

a Fracciones multiples.

También intentaremos expresar el radicando como una suma de fracciones
simples, aunque es es un poco mds complejo. A través de un ejemplo.

1
Intentemos obtener [ = / adus dz
(z—1)2(x +2)
Fijate ahora cémo es la descomposicién:
z+1 a b c
=S t+t—+ *)

(r—1)2x+2) =z4+2 z—-1 (zx—1)>2
De ahi, que deba ser:

x+1 a(z —1)2+b(z +2)(z —1) +c(z +2)

(z—1)2(z +2) (z— 1)2(z +2)

Como tienen el mismo denominador, los numeradores serdn iguales:

José Alvarez Fajardo 9 I



Mates I1 Cdlculo de Primitivas

r+l=alx—1)2*+bz+2)(x—1)+c(z+2)

Haciendo x = 1 obtenemos:
2
2=c-3—c=
C C 3
Haciendo x = —2 obtenemos:
1 9 — L
—1=aq- 4= ——
9

Abhora haciendo, por ejemplo, z = 0 obtenemos:

1 4 2 1
l=a—-2b4+2c—=>2b=——+-—-1==-—=b=— _ —
9 3 9 9 Observa que primero sustituimos en
.. % ambos miembros por los ceros del
De la descomposicién de (*) resulta: denominador y luego un valor
Iquiera conveniente.
r+1 1 1 2 1 ca
der = —-1 2 —1 -1 - = C
/(m—l)Z(:c+2) v=—ghle2+ghfr—1l-g. =5+

o Ejemplo: Comprueba, aplicando el procedimiento anterior, que:

3z — 2 1
—— dz = -21 21 -1 - —
/x(a:—l)Q x nlz|+2In|z — 1] a:—1+C

8.Integracion por sustitucion.

a La notacion de Leibniz

Repasemos brevemente la notacién que usaba Leibniz para las derivadas de
las funciones, que es muy util para el cdlculo de ciertas integrales.

. . ., 2 .
Para ilustrarlo, consideremos la funcién y = 2+ 22 Al derivar, nosotros
empleamos esta notacion:

y=21"+2° L, y =322+ 2z

La notaciéon de Leibniz es mas compleja, pero resalta la variable
"dependiente", y la variable "independiente".

dy = (3%2 + 2x) dx
Veamos algunos otros:

e=t*+5t — de=(2t+5)dt

En la expresion

du = a cos(ax)dx
u=sen(ax) — du=acos(azx)dz (&) _
se sefiala que se ha derivado la

variable u respecto de la variable x.

v2 =3t —  2udv = 3e3tdt

a El método del cambio de variable.

Vamos a ilustrarlo con la siguiente integral compuesta de tipo seno/coseno:

/2$ CcOS xQ dx Ya sabemos cOmo obtener esta

primitiva. Sélo vamos a practicar con
ella el método de sustituciéon o
cambio de variable.

José Alvarez Fajardo l U'
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Veamos cémo queda haciendo el "cambio de variable" u = z2:

u=2> — du=2zdzx

La integral queda:

/2mcosaz2dx @ /Cosudu =senu+ C @ senz? + C

Donde en
[a] hemos hecho el cambio de variable
[b] hemos deshecho el cambio de variable

El método no se usa para estas primitivas tan simples que se obtienen directa
y facilmente de la tabla de integrales compuestas. Veamos:

: 1 .
o Ejemplo: Obtengamos [ = / ———— dz haciendo ¢ = In z. - : :
€T (ln x) El método de cambio de variable es
atil para intentar reducir
Es: determinadas integrales a
inmediatas. Pero en muchos casos
t=Inxr — dt = ld:l? es dificil encontrar la sustitucion
T adecuada.
1 1 1
I = / 2-—dx:/—2dt:/t_2dt:
(Inz)” 2 t
t—1 1
-1 Inz

2

3
o Ejemplo: Obtengamos [ = dx haciendo ¢t = 3%

T
/\/4 — Ozt
Tenemos:

3
t:§x2 — 2t =322 = 2dt = 6z dx

Observemos que

Vi-Ge2)? =Vi- @) =Vi-a2=/11-1)=2/1-¢

Asf:

1 1 Z _
b e v = L

1 1 322
= garcsent+0 = garcsen (%) +C

También hay cambios de variables directos, como vemos en el siguiente

1
o« Ejemplo: Obtengamos I = / m dz haciendo = = u?.
Es: r=u? — dr=2udu
2 2
I = / ¢ du—/<2——>du—2u—211+u\+c
1+u 1+u
2z —2In|1+Vz|+C

[*] Deshacemos el cambio con u? = & — u = V.

José Alvarez Fajardo 1 1 I
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9.Apéndice: algunos tipos especiales

a Funciones con radicales.

Cuando nos encontramos expresiones racionales con radicales de la forma

Vaxr+b,...,Vax+b

si es 1 es el minimo comtn multiplo de los indices, intentamos el cambio
ar+b=1t"
o Ejemplo: Obtengamos

6
I / _VE 4
Vr+ 3z
El minimo comin miiltiplo de los indices es 6. Por ello, hacemos

x=1t% = dz = 6t°dt

Sustituyendo en el integrando
7 / \G/t_6 6t5dt t 6t5dt 6t4 a Con este cambio se reduce el
= V= 3= = 2 .5 = alculo al de una funcién racional.
N 13+ ¢2 t+1 =

Dividiendo

c(t) = 6t> — 6t + 6t — 6

(6tY) : (t+1) — {7"26

Comprueba que integrando y deshaciendo el cambio nos queda:

3 .
I:5\3/.752—2\/E+3\3/§—6%+61n|{‘/§+1|+0

o Funciones trigonométricas.

Las integrales del tipo
I= /R(senx,cos x)dx

donde R es una funcién racional se pueden obtener:
Caso 1. R impar en seno t=coszx

Caso 2. R impar en coseno t=senx

Caso 3. R par en seno y coseno: ¢ =tanz Con estos cambio se reduce el

célculo al de una funcién racional.

En los dos primeros casos suele usarse la identidad elemental

sen®z +cos?z =1

y en el tercero, mas complejo, se usan

José Alvarez Fajardo 1 2 I
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o Ejemplo: Obtengamos

3
sen® x
I:/ 5 dx
cos? ¢

t =cosx — dt = —senxdx

Como es impar en seno:

Sustituyendo:

sen? z sen 1 —¢2 ( 1 )
/ cos? x v / 12 (=dt) / 12

Integrando y deshaciendo el cambio:

1
I=t+ - =cosx+
t cos X

I = /senSxdx

es impar en seno. Haciendo el cambio adecuado, comprueba que

o Ejemplo: la integral

3

1
I=——cos’z+ =cos®x —cosx + C

) 3

1
I :/ dx
COs T

es impar en coseno. Haciendo el cambio adecuado, comprueba que

o Ejemplo: la integral

1 1
I= §ln(senx+ 1) — §1n(sena:+ )+C

a Funcion racional sin raices reales (I).

Si nos encontramos con una fraccién del tipo

1
I=|————d
/x2+bm+c o

donde el denominador no tiene raices reales, entonces encontramos que sus

raices son un par de niimeros complejos conjugados o £ 1.

De esta manera:

1
I~ [ e

Esta tltima puede calcularse mediante el cambio
r—a=pt—dr=pdt
COMoO Vemos:

r — «

g

_ B _1 _1
I= /(575)2 e dt = 3 arctan(t) + C 3 arctan(

José Alvarez Fajardo

Sugerencia: multiplica numerador y
denominador por cos(x). Y luego en
el denominador aplicamos la féormula
fundamental de trigonometria.

)+ C
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o Ejemplo: en la integral

3
I=[—2 g
/x2+4x+9 v

el denominador no tiene raices reales:

44+ +/-20
x2—4x+9:0—>x:f:2ii\/5

Luego aplicando lo visto arriba:

1= [t e () +€

< Ejemplo: comprobemos aplicando el método que

2 2 rz+1
= 4(1.%: —arctan(—) +C
/x2+2x+4 V3 V3

a Funcion racional sin raices reales (ll).

Si nos encontramos el tipo general

mx +n
axr?+br+c

donde el denominador no tiene raices reales, entonces intentaremos expresar

mz +n = A(2ax +b) + B
Quedando

2 1
I = A/ az +b :U—I—B/dx
ax? +bxr +c ax? +bxr+c

o Ejemplo: en la integral

T+ 3
= ——d
/x2+2x+5 v

el denominador no tiene raices reales:

—24+/—16
x2+2x+520—>x:f:—1i2i

Descomponiendo el numerador:
1
:13+3:A(2z+2)+B—>A:§,B:2

Ahora separamos el logaritmo del arco-tangente:

1 20+ 2 1
I = - [—————d 2 | —————d
2/x2+2x+5 T /(x+1)2—|—22 o
1 1
= ln(:c2+2x+5)+2-§arctan<%>—i—C’z

N = N

1
In(x? + 2z + 5) + arctan <%) +C

José Alvarez Fajardo

La primera es un logaritmo y la
segunda un arco-tangente que
calculamos como estudiamos arriba

14]
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o« Ejemplo: comprobemos aplicando el método que

T +4 1 9 3
—————dr = -1 2 8) + —= arct
/x2+2:p+8 T 21’1(CC+ T+ )+\/7arcan

José Alvarez Fajardo

(

r+1

+
VT

)+o
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10.Halla las siguientes integrales indefinidas:
Ejercicios
] ' a) /5 dz b) /x dz
1. Obtén una funcién cuya derivada sea:
a) f(z) =1 1 1
c) /2 dz d) /dx
b) f(z) =3z>+1 x x

2. Halla la primitiva de la funcién y =2z —1 que
corta al eje de abscisas para x = —1.

3. Obtén la primitiva de las siguientes funciones:
a) f(x) =z — 1quepasapor P = (2,1)
b) f(z) = z — €* que pasa por el origen.
¢) f(x) =senx + 1 que se anula para z = .

2

4. Obtén la primitiva de la funcién y = z° — senx que

pasa por el origen de coordenadas.
5. Obtén la expresion de una funcién f tal que
fl(x) =a%+2¢€"
sabiendo que se anula para = = 0.

6. Obtén f(x) sabiendo que tiene un extremo relativo
en el punto (—1, 1) y que su derivada segunda viene
dada por:

f(x) =6x—12

7. Determina la funcién f : R — R que para z =1
tiene de tangente a x + 12y = 13 y tal que

[(w) = a?— 1
8. Obtén la primitiva de la funcién f : R — R con
2r si x<1
f(m):{z sioz>1

que pasa por el punto P = (1,4).

9. [*] Obtén
/|2x —2|dx

(Qué primitiva por el origen de coordenadas?

José Alvarez Fajardo

e) /x3 dx

2) /\S/:L‘_zdw

f)/%?dx

1
h) / — dx
25

11.Halla las primitivas de los siguientes polinomios:
a) f(x) =a* +42® — 5 +2
b) f(x) =32° + 2% — Tx

¢) f(z)=32%+42® -1

12.0btén las siguientes integrales indefinidas

a) /(xz—ew)dx b) /<%—$4)dw
0 /(1-%)@ d) /@-%)dx
&) /(Sx—Qsenx)dx f /(3ew—cosx)dx

13.Descomponiendo en sumandos las fracciones obtén

a) /$$3dx:/(1—%)dx:...
b) /#dx—/(&:—5+%>dx—...

2
— 1
c) /%dx

3_ 9.2 _
d) /a: 3x2x+a: 5dx

3

— 2z
e) /Lfdx
x
3z B (x4+4)—4
f) /x+4d:c—3/ ) de =...

52 (z2+1)—1
g>/?:ﬁdx—5/—7:zf—dx—~-
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14.0btén las siguientes integrales de formas

compuestas relacionadas con senos y cosenos:

a) /cos(?x —1)dz

c) /33;4 sen (3:5) dx

b) /:U cos(z® 4+ 1) dx

d) /sen (10z) dz

15.0btén las siguientes integrales de formas
compuestas relacionadas con la funcién exponencial:

a) /633”2 dx b) /3:1:2 e 4 dy

c) /ec"” sen x dz d) /(23: -1) ™ T dy

16.0Obtén las siguientes integrales logaritmicas:

a) /dx
)/ex x2+5 dz

17.0btén las siguientes integrales de
compuestas relacionadas con arco—seno:

CoOST —senx
) ——dx
sen x + cos T

formas

1 e’
—dzx b ——dx
2 /\/1—161’2 )/\/1—62‘7”

T 1
© /ﬁdw D /de

18.0btén las siguientes integrales de formas
compuestas relacionadas con arco—tangente:
—d
a)/1+2x+1 B )/1+92
19.0btén las siguientes integrales de formas

compuestas relacionadas con tangente o cotangente.

1 3
2 /0032(3x) dz b) /sen2(5x) dz

c) /SeC2(3l') dz d) /tan2(4:ﬂ) dz

José Alvarez Fajardo

20.0btén las siguientes integrales de formas

compuestas de forma potencial:
a) / (3z — 2)3 dx b) / 6z (32°
c) /a:\3/:c2—1da: d) /sen3:ccosa:dx

21.0btén las siguientes integrales irracionales
realizando el cambio de variable sugerido:

1
b) /:L‘\/ZL‘—I-ld:L‘

1
0 /x+ﬁdx (x =)
d) /x\/x—i—ldx (:L‘+1—t2)
e)/ 52 dx (x+4—t2)
vVr+4

\/E
g /x—ﬂdﬂ”

22.0btén las siguientes integrales realizando el cambio
de variable sugerido:

a) /sen3 xcoszdx (t =senx)

b) /(3083 xdx (t =senx)

c) /COS Ta (t =senx)
senx

d) /;dx (t=243Inx)
z(2+3Inz)4 N

23.0btén con el método de integracidn por partes:

a) /QSQCOS:L"dI b) /xe% dx

c) /x cos(3x) dx d) /x2 Inxdx
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24.0btén con el método de integracion por partes:

a) / arctan x dx

c) /0052(3:1:) dz
e) /cos(ln x)dx

25.0btén las integrales de las funciones racionales
siguientes:
x+11
b d
) / zZ2 -9

O Jst

b) / arcsen x dx

d) /e2m sen 5x dx

f) /sen(?)ac) cos(2x) dx

r—1
:U—|—2

26.[S/06] Calcula

—x—1
a)/Sx f2560dx

b) /(21’ —3) - tan(z? — 32) dx
27.[S/06] Halla la funcién f:R — R sabiendo que

f"(z) = 122 — 6 y que la recta tangente a la grafica
de f en el punto de abscisa = = 2 tiene de ecuacién

dr —y—7=0.
/(xz—l) e “dx

28.[S/06] Calcula
29.[S/06] Sea f:[0,4] — R una funcién tal que su
funcién derivada viene dada por

2
- si 0<z<3
f(x) = 3
—2x+8 si 3<x<4
., . 16
a) Halla la expresion de f sabiendo que f(1) = 3

b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréifica
de f en el punto de abscisa x = 1.

30.[S/07] Calcula
3r+4
—d
/ 2 +1 v

José Alvarez Fajardo

31.[S/07] Determina una funcién f : R — R sabiendo
que su derivada viene dada por

fl(x)=a*>+2—-6

y que el valor que alcanza f en su punto maximo
(relativo) es el triple del valor que alcanza en su
punto minimo (relativo).

32.[S/07] Dada la funcién f : R — R definida por
f(z)

halla la primitiva de f cuya grafica pasa por el
origen de coordenadas

33.[S/07] Sea

= In(1 + 2?)

2

=
2 —e”

a) Expresa I haciendo el cambio de variable ¢ = e”,
b) Calcula I .

34.[S/07] Determina la funcién f: R — R sabiendo
que

f//(l’) — 1;2 -1

y que la recta tangente a la grafica de f en el punto
de abscisaxz = 0Oeslarectay = 1.

35.[S/08] Sean f, g
f(x) =

a) Halla la primitiva de f que toma el valor 1

:(0,+00) — R definidas por

sen T

3
)=z -Inx
cos® x 9(x)

™ .
cuando r = g(sugerencm: t=cosz).

/g(m) dz

36.[S/09] Sea f : R — R la funcién definida por

H@) = ——— oo

Halla la primitiva F' de f que cumple F'(0) =3

b) Calcula

. 3 5
(sugerencia: t = 51‘ ).

/:r-sen:ndx

37.[S/09] Calcula
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38.[S/10] Sea

)
= / R
1++ve™®
a) Expresa I haciendo el cambio t* = e *
b) Determina I .

39.[S/10] Determina la primitiva F de f tal que
F(1) =1, estando la funcién f dada por :

flx) = P
40.[S/11] Halle la primitiva de f:(0,400) — R
cuya grafica pasa por P(1,1), siendo
f(x)=2z(1 —1Inx)
41.[S/11] Halla la funcién f:(0,+00) — R cuya

gréfica tiene tangente horizontal en P(1,1) yes

() = -

X

/ x3 + 22
—dzx
24 x—2

si x#£—-1,2#0

42.[S/11] Calcula:

43.[S/11] Halla

/ (€27 — 1e)w(ew 1) 92

Sugerencia: efectda el cambio de variable t = e” .

44.[S/12] Determina la primitiva de f: R — R, cuya
gréfica pasa por el punto (7, 0), siendo

f(z) = 2% cos(z)

45.[S/12] Sea

_ / T g
1+vV1—-=

a) Expresa la integral I aplicando el cambio de
variable t = V1 — .

b) Calcula el valor de 1.

46.[S/12] Halla una primitiva de f definida por

f(x):%six;él,x;é—l

47.[S/12] Determine la primitiva que pasa por el punto
P (—1,0)delafuncién f : R — R definida por

fl@)=(1-a%)e™®

José Alvarez Fajardo

48.[S/13] Determina una funcién f:R — R tal que
f'(x)=(2x+1)e™™ y cuya grifica pasa por el
origen de coordenadas.

49.[S/13] Sea g : (0,4+00) — R definida por
1
90 =13 7

Determina la primitiva de g cuya grafica pasa por el
punto P(1,0).

50.[S/13] Haciendo el cambio t = v/, calcule
z+1
/ 1 ++ Tz dx

51.[S/13] Halle la primitiva de g : R — R que pasa por

el origen de coordenadas, siendo
g(z) = In(z® +1)
52.[S/14] Sea la funcion f definida por

flz)y=x -In(z+1) |,

Determina la primitiva de f cuya gréfica pasa por el
punto (1,0).

x> —1

53.[S/14] Determina una funcién f : R — R sabiendo

que f(1) =1y que
) x> -2z si x<0

xTr) =
e -1 si >0
54.[S/14]Sea f : (—1,3) — R la funcién definida por
z+9
(x+1)(x—3)

Determina la primitiva de f cuya gréfica pasa por el
punto (1,0).

55.[S/14] Calcula

f(z) =

/ b g
2z (z + /)
Sugerencia: hagase el cambio de variable t = /.
56.[S/14] Obtén la primitiva de f : R — R definida por
f(x) =e"cosz

cuya grafica pasa por el origen de coordenadas.

57.[S/15] Calcula
2
—x
—d
/:U2 +x—2 .
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58.[S/15] Determina la funcién f:(0,+00) — R
sabiendo que f” () =Inz y que su gréifica tiene
tangente horizontal en el punto P (1,2).

59. [S/15] Calcula

/ dx
(x —2)vVr+2
Sugerencia: vz + 2 =1,

60.[S/15] Calcula
/ e?” sen x dx

61.[S/15] Sea f la funcién definida por

Inx
fla)=——
y F'laprimitiva de f tal que F' (1) = 2.

a) Calcula F’ (e).

(x > 0)

b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréifica
de F' en el punto de abscisa z = e.

62.[S/15] Sea f definida por
41

f(ﬂﬂ):m

(x#£0,x#1)
Determina la primitiva F' que pasa por P (2,1n2).

Cuestiones

1. Prueba que si F': D — R es una primitiva de la
funcién f, entonces lo es también la funcién

reDr— F(z)+C
donde C es una constante cualquiera.

2. Consideremos la funcién f definida por

1
f(.%‘) =— 5 X 7é 0
(Es una primitiva de f la funcién F' definida por
F(z)=In(z) , x>0?

3. [*] Dos funciones f y g tienen la misma funcién
derivada. ;Es entonces f — ¢ una funcién constante?
(Es f — g constante en cada intervalo del dominio
de derivabilidad?

4. Una funcién coincide en todo punto con su derivada.
(De qué funcién puede tratarse?

José Alvarez Fajardo

5. Halla f(z) sabiendo que

a) /f(x)dx::r3x+0
b) /f(x)dx—ln(3x+1)+0

c) /f(x)dx:sen(2x+1)+0

6. Comprueba que si n # 1:

1 —1
/a:—"dx - (n—1)an—1 +c

7. Usando las identidades

2

tan?a + 1 = sec? a , 2

cot?a+1=csc®a

calcula las integrales

a) /tan2 rdx
b) /Cot2 rdz

8. Sia > 0, con el cambio x = at comprueba que:

T = arcsen (f) +C
a

1
a)/md

1 1
b) /de:arctan <£>—|—C
a“+x a a

9. Una primitiva de la funcién continua [ es la
funcién F. Obtén una primitiva de f que pase por el
origen de coordenadas.

10.Si la gréfica de una funcién y = f(x) es una linea
recta, ;coémo es la grafica de una primitiva de ella?

11.0btén una primitiva de la funcién representada a
continuacion:

3 2 o 1 2 3
-1+

12.Comprueba que

/2xcosxdx #+ z2senz + C
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13.;Es la integral indefinida de un producto el producto
de las integrales indefinidas de los factores?

14.Las gréficas corresponden a la de una funcién f, a la

de su derivada [’ y a la de una primitiva suya F.
Indica cudl es cada una:

*_/°

15.0btén la funcién u sabiendo que:
/29: cos (x2) dz=u (332) +C

16.[*] Demuestra que f : R — R definida por

1 si <0
=]

2¢ si x>0

no es la funcién derivada de ninguna F' : R — R.

José Alvarez Fajardo

17.[*] Dada la funcién f:R — {0} — R definida

por
1 si
- |

x <0
2¢ si x>0

encuentra una funcién continua F': R — R tal
que

i Fl(z) = f(z) ,
ii. F(0)=5

x#0

(Es F derivable para x = 0?
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7. Un cuerpo que se mueve en linea recta ha sido
Autoevaluacion lanzado desde el punto O que sirve para observarlo.

1. Obtén la primitiva de las funciones

a) /(933 —32") dz

b) /(5ex —g) dz

c) /(30053: — 6senx)dr

3 _
d) /%ﬁdx

2. Halla la expresiéon de una funcién y = f(z)

sabiendo que f(x) = 122% — 62 y que en el punto
(1,2) presenta un extremo relativo.

3. Calcula las integrales compuestas siguientes:

a) /3384 cos (ms — 1) dx

b) /(3372 +1)e” g

3x
c) /43:2 _1dx
d) /x Va2 —4dx

4. Calcula la siguiente integral:

/sen(ln x)dz

5. Obtén la integral

adecuadamente:
—1
T 4
2 — 16

6. Obtengamos la siguiente integral indefinida

3
I= v dx
z+ Jx

. . 3
Sugerencia: cambio x = t°.

siguiente, descomponiendo

José Alvarez Fajardo

La gréfica de su velocidad es:

s \
Obtén la ecuacién y = e(t) que expresa la distancia
que separa al mévil de O en funcién del tiempo.
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Autoevaluacion
1. Aplicando la linealidad:

1
a) I:/x?’dx—S/w4dx:—x4—§x5+C

4

1
b) I—5/exd:v—5/5dx—5e$—5lnx+0

c) [zB/cos:zdx—6/sen:de

=3senz + 6cosx + C

d) I:/(1+3x—2—x—%)dx
1,2 39

=x—3x +§x +C

2. Al ser f”(z) = 122 — 6 obtendremos la primera
derivada integrando:

fl(z) = /(129:2 — 6z) dz = 42° —32° + C

Como para = = 1 hay un extremo, para este valor se
anula la derivada:
ff1)=0 - 4-34+4C=0— C=-1
Asi:
fl(x) =42 — 32* — 1

Ahora integrando ésta obtendremos la funcién:
f() :/(4373—3x2—1)dx:x4—x3—m+0

Como la gréfica pasa por el punto (1, 2):
f)=2 -1-1-14+C=2 - C=3
Tenemos, pues:
flx)y=2a* -2 —2+3

3. Observemos formas

compuestas:

que son integrales de

a) Es de tipo seno y coseno:
1= §/5x4cos(m5—1)dx: %sen(xs—l) +C
b) Es de tipo exponencial:

/(3x2 + 1) e‘T?"M_1 dx = em3+m_1 +C

José Alvarez Fajardo

c¢) Es de tipo logaritmico:

8 ) 422 —1
d) Es de tipo potencial:

I—§/87wdx—§ln(4x2—l)+0

1 f 1 1 3 4
1:5/2;8(1'274)3dxzi-z(x2—4)3+0:

4. Tenemos que hallar

I= /sen(ln x)dx

1
I =zsen(lnz) — /x cos(Inz) - —dzx =
x
=zsen(lnx) — /1 -cos(Inx) dz

Ahora volvemos a aplicar el método a esta segunda
integral:

I =zsen(lnz) — {r cos(lnx) + /x sen(lnz) - 1 dz
x
=zsen(lnz) —zcos(lnz) — I

Despejando [I:

/ac sen(lnz)dz = gsen(ln x) — gcos(ln x)+C

5. Descompongamos en fracciones simples:
x—1 a b
= +
2—-16 x—4 x+4

De ahi, que deba ser:

r—1  a(z+4)+bx—4)
z2—16 22 — 16
Como tienen el mismo denominador, los

numeradores serdn iguales:

r=4 — a=3

z—1=alzx+4)+blx—4) —
r=—-4 — bzg

De la descomposicién en fracciones simples resulta:

z—1 N 5
I=[|———dz= 8 8 _)dax=
/m2—16 ! /(:U—4+x+4> !

3 )
:§ln|a:f4|—|—§ln|x+4|+0

8
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6. Para obtener

{5/5
I =
/:c—i—%dx

hacemos el cambio
r =13 - dx = 3t3d¢

Asi nos queda, cambiando la variable

Iz

dz = - 3t3dt
et vz Bt
Simplificando y descomponiendo:
3 3t 5 3
B+t 22+1 7 241

Abhora integramos:
I = 3t — 3arctan(t) + C
Finalmente deshacemos el cambio con ¢ = /z:
v/
T+ Jx

7. Como vemos, la gréifica de la velocidad es una recta
que pasa por los puntos A (0,10)y B (0,5). Es fécil
encontrar su ecuacion:

v(t) = —2t+ 10

dz = 3¢z — 3arctan(y/z) + C

Como la derivada de la posicidn respecto del tiempo

es la velocidad, integrando ésta obtendremos la

funcién que nos da en cada instante la posicién del

movil:

e(t) = /v(t) dt /(—2t +10)dt =
=—t*+10t+C

Teniendo en cuenta que partié del punto origen:

e(0)=0 - C=0
Concluimos que

e(t) = —t? + 10t

José Alvarez Fajardo
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