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Mates 11 Aplicaciones de las Derivadas

Soluciones

EJERCICIO 02 [S/06]

Primero, expresemos como una funcién a trozos. Observemos:

|z| = —x 0 x| = +x

A
L
v

Luego
2 +x si <0

f(x)=x2|$|={ >

¥ —x si x>0

a) Continuidad: s6lo podria ser discontinua para x = 0 (separa-férmulas), pues cada férmula define una
funcién continua en su trozo del dominio. Veamos detenidamente en este punto:

Valor: f(0)=02-0=0
, f(0)=0*+0=0
Limites: lim f(x)
=0 f(0)=02-0=0
Concluimos que es continua para « = 0.
Derrivabilidad: podemos derivar cada trozo directamente:
2c+1 si <0
fi@) = .
2r—1 si >0
Para x = 0, como f es continua podemos calcular las derivadas laterales como sigue:
fl(oo)y=2-0+41=1
D.L.
f'(04)=2-0—-1=-1
Concluimos que f no es derivable para = 0 (es un punto anguloso).

b) Para analizar la variacién de la funcién estudiemos el signo de la derivada.

Ceros:

1
x<0—>2:1:+1=0—>:v=—§=—0.5

z>0—>2x—1:0—>w:1:0.5

2
Intervalos de signos de la derivada:
- 0 + - 0 +
< ® O ® >
0.5 0 +0.5
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Mates 11 Aplicaciones de las Derivadas

De ahi deducimos la monotonia de la funcién:

N min 7 m.ax N nin 1%
-0.5 0 +0.5

¢) En el esquema de monotonia apreciamos los extremos relativos de la funcién (baja+sube=minimo y
sube+baja=maximo). Obtengamos las abscisas y las ordenadas, tal y como se pide en el enunciado:

Minimo relativo: z=-05—=y=025-05=-0.25
Maximo relativo: z=0—>y=0
Minimo relativo: x=405 - y=0.25—-05=-0.25

NOTA. Podriamos haber representado la funcién y realizar el estudio graficamente:
\\f : //
4
R /

EJERCICIO 05: [S/06]
Primero, derivemos dos veces la funcion:
f@)y=2*+ar* +cx+1 — fl(x)=32>+2ax+b — f'(x) =62+ 2a
a) El punto (2, 2) estd en la grafica, porellosiz = 2es y = 2:
f2)=2 = 22 4+a-224b0-241=2 — 4a+2b=—T7[%
Para @ = 0 hay un punto de inflexion, asi que se anula la derivada segunda:
f7(0)=0 = 6-0+2a=0 — a=0[**]

Concluimos de [*] y [**] que

7
a—(),b——§
b) La recta tangente pedida es:
7 7
y=f0)=f0)-(z-0) »y-1=-5(@@-0) 2 y=—gz+l
La recta normal pedida es:
2
y—f(0)=- ,(O)'(SL‘—O) —>y—1:?(x—0) %y:?x“‘l
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EJERCICIO 7 [S/07]
Necesitamos saber donde tiene el punto de inflexion:
fl) =22 +1222 +ax+b — fl(x)=62>+24x+a — f'(z) =12z +24
Se nos asegura que la funcién tiene un punto de inflexion: serd el cero de la derivada segunda.
f(2)=0 = 122+24=0 - 2= -2
Concluimos que la funcién tiene el punto de inflexién para x = —2.
Tenemos asi que para x = —2 la recta tangente es y = 2x + 3:
La pendiente de la tangente es la derivada en el punto de tangencia:
m=2 = f(-2)=2 = 6-(-2)?+24-(-2)+a=2 — a=26
Hallamos el punto de tangencia:
six=-2e y=2-(-2)+3=-1

Luego:
26

f(=2)=—-1 == 2. (=22 +12-(-2)2426- (-2)+b=—1 — b=19

EJERCICIO 12 [S/08]
f(z)= 3z —22%)e" — f'(z) = (3—4a)e” + (3z — 22°) e* = (—22° — 2 + 3) "

a) Para estudiar la variaciéon (monotonia y extremos) estudiamos el signo de la derivada primera:

@_ 0 + 0 _ N min f7 max fN
—>

@ L @ @
-1.5 1 -1.5 1

b) Nétese que del esquema de monotonia deducimos los extremos relativos (baja+sube=minimo y
sube+baja=maximo). Obtengamos las abscisas y las ordenadas, tal y como se pide en el enunciado:

Minimo relativo: r=-15 — y=-9 e 1%~ —201

Maximo relativo: r=0—>y=e

EJERCICIO 13 [S/08]
f(z) =¢" (senzx + cosx) — f'(x) =2ecosx — f"’(x) =2¢" (cosx — senx)

a) Observemos que la derivada primera tiene el mismo signo que la funcién coseno, pues la exponencial
siempre es positiva. Recordemos::

-
L
1

0 n/. n /2 2
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Asi tenemos:

OF

0 B 0 + f 7 max N min f 7
o O ® oe—> @ @) ® ®
9 2 T 9 2 T

b) Para obtener los puntos de inflexién necesitamos los ceros de la derivada segunda

2e” (cosx —senx) =0 — cosz —senzx =0 — senx = cosz — tanx =1

m

4

Partiendo de este dato y teniendo en cuenta que la tangente es positiva en los cuadrantes primero y
tercero:

Con la calculadora encontramos que es: arctan 1 = 45° =

tanr =1 —
rT=—4+7T=—

Asi que la funcién tiene sus puntos de inflexién para esos dos valores.

EJERCICIO 14 [S/09]
Primero, derivemos dos veces la funcion:
fx)=az® +ba* +cx+d — f'(x) =3az* +2bx+c — f'(z) = 6ax +2b

Sien (0, 1) hay un punto de inflexién deducimos dos cosas:

La derivada segunda es cero: f7(0)=0 = 26=0 — b=0

La grafica pasa por ese punto: f0)=1 - d=1
Ahora se nos dice que hay un extremo local para z = 1, por ello debe ser:

ff(1)=0 = 3a+2b+c=0 — 3a+c=0[*
Por tdltimo se nos dice que para x = 2 la pendiente de la tangente es m = 1, de donde
F(2)=1 = 12a+4b+c=1 — 12a+c=1[**]

De [*] y [**] obtenemos:

EJERCICIO 16 [S/09]
Primero, derivemos dos veces la funcion:
f@)=az® +ba* +cx+d — f'(x) = 3az® + 2bx +c
Sien (0,0) hay un extremo relativo deducimos dos cosas:
La derivada primera es cero: F(0)=0 = c=0

La grafica pasa por ese punto: f(0)=0 —- d=0
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Sien (2, 2) hay un extremo relativo deducimos dos cosas:
La derivada primera es cero: f(2)=0 — 12a+4b=0 [*]
La grafica pasa por ese punto: f(2)=2 — 8a+4b=2[**]

De [*] y [**] obtenemos:

EJERCICIO 20 [S/11]

a) Como se nos indica que debe ser derivable en dicho intervalo, es continua en él. En particular, es continua
para z = 2. Asi, se cumple:

fe=)=f(2+) > 2-In2+a=2b+1—-In2 — a=2b—1[*]

Observemos que la funcién es derivable en particular para z = 2:

1 1 1
1—— si —<z<?2 fl(2)==
f'(z) = v — 2
b si 2<x<4 f'(24+)=0b
1
Como las derivadas laterales para z =2 deben coincidir, obtenemos igualando que es b= 2 y
sustituyendo en [*] nos queda a = 0.
b) Cuando buscamos los extremos absolutos en un intervalo compacto los candidatos son:
- los puntos inicial y final,
- los extremos relativos interiores. Como es derivable, deben ser ceros de la derrivada:
1 1
- <r<2—=21-=-=0—=2=1
e x
1
2<zr <4 — 520 — 1o
Vamos a construir una tabla de variacion de f en el intervalo compacto dado:
1
X - 1 4
e
1
y | —+1=x1.37 N 1 7 3—1In2=~231
e
Minimo absoluto: (1,1)
Miximo absoluto: (4,3—1n2)
EJERCICIO 62 [S/00]
a) Asintotas verticales: s6lo puede haber discontinuidad de tipo infinito para x = —2 (cero del
denominador)
2
., , x= 4]
ml—lfgz flz) = Il_1>n_12 r+2 [6} = toc
Concluimos que x = —2 es una asintota vertical.
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Asintota horizontal: calculemos el limite en el infinito.

$2 *

Donde en (*) hemos usado la regla de los grados (grado numerador > grado denominador).
Concluimos que no hay asintota horizontal:

Asintota oblicua: podria haber una asintota y = mx + n.

2
X X
m = lim fl) _ 1fm =
r—+oo I z—+oo 2 + 21

1

) ) 2 ) ; —2x
n_xggm(f(x)—mx)—$£$m<$+2 7 _xgrfoox+2 -

Donde en (*) hemos usado la regla de los grados (grado numerador = grado denominador)
Concluimos que y = x — 2 es una asintota oblicua.

b) Para analizar la variacién de la funcién estudiemos el signo de la derivada:

z? + 4z
/ —_—
@) = (z+2)?
Ceros del numerador: 44 =02 x(@+4)=0—>2=0,r=—4
Cerros del denominador: (2+2°=0 25 2+2=0— =2
Intervalos de signos de la derivada:
+ 0 - — 0 +
- @ O @ >
-4 -2 0
De ahi deducimos el esquema de monotonia de la funcién:
£ max N Y min £
- O @ >
—4 -2 0
Es baja+sube=minimo relativoen = 0 — y = 0 y sube+baja=mdximo relativoen r = —4 — y = —8.

c) La grafica:

K 4

-14 -12 -10 -8 -6 -4 P 0/ 2 4 6 8 10
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EJERCICIO 66 [S/05]

a) Asintotas verticales: s6lo puede haber discontinuidad de tipo infinito para x = 1 (cero del denomindador)

b)

lim f(x) = lim = [—} = +o0

x—1 z—1qa —1

Concluimos que z = 1 es una asintota vertical.

Asintota horizontal: calculamos el limite en el infinito, recordando que e~ >° = 0y e™>° = 4-o0:

r 0
lm f(z) = lim —— = [—} =0
T——00 rz——o0o r — 1 —00
e” +00 | L'Hép e” ~+00
1, = 1’ = |:—:| = 1’ = |:—:| =

Concluimos y=0 es asintota horizontal (aunque sélo para z — —o0)

Asintota oblicua: podria haber una asintota y = mx + n para x — +00:

. f(x) ) e” +oo] LHep ,, € +oo] LHep ,, €
m= lim ——= = lim — = = lim —=|—| =" lim
r—=+too T z—+too r4 — 1 +00 z—-+oo 2% +00

xr— 400 2
Concluimos que no hay asintota oblicua.
Para analizar la variacién de la funcién estudiemos el signo de la derivada:

/ _eaz(x_2)
f (l’) = (@ — 1)2

Ceros del numerador: e (r—2)=0—>2—-2=0—>2=2
Cerros del denominador: (z2-172=0—22-1=0—2=1
Intervalos de signos de la derivada:

_ 0
O @
1 2

De ahi deducimos el esquema de monotonia de la funcién:

A
v

1 2
Hay baja+sube=minimo relativoen z = 2 — y = e® ~ 7.39.
Para analizar la curvatura de la grafica estudiemos el signo de la derivada segunda:
, ¢® (22 —4a +5)
f (33) = 3
(z—1)

Ceros del numerador: e” (:v2 — 4z + 5) =0 — a22—42+5=0 — no

Cerros del denominador: (z2-1°=0—os2-1=0—>2=1

Intervalos de signos de la derivada segunda:
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Mates 11 Aplicaciones de las Derivadas

De ahi deducimos el esquema de curvatura de la funcién:

ccy cvx
)
\J
1

A
v

d) La gréfica:
201
164

124

L 4

-129

-169

EJERCICIO 71 [S/05]

a) Asintotas verticales: s6lo puede haber discontinuidad de tipo infinito para = = £2 (ceros del
denominador)

) ., 22 +3 7
, 22 +3 [7]
S, fle) = lim, e = [5) =
Concluimos que z = —2 y = = 2 son asintotas verticales.

Asintota horizontal: calculamos el limite en el infinito, usando la regla de los grados:

2
. oot +3 1

Concluimos y = 1 es asintota horizontal

Asintota oblicua: no puede haber por lo anterior.

b) Para analizar la variacién de la funcién estudiemos el signo de la derivada:

—14x
o) =———
@) (22 — 4)°
Ceros del numerador: —14r=0 - x=0
Cerros del denominador: (sc2 — 4)2 =0 = a22—4=0— =42
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Intervalos de signos de la derivada:

+ + 0 - -
< O @ O >
-2 0 +2

De ahi deducimos el esquema de monotonia de la funcién:

f7 f7 max-eN N
= O e >
-2 0 +2
Hay sube+baja=maximo relativoen z = 0 — y = —0.75.
c) La grifica:
/I | b
/ / I \\
i e~ st}
0
-5 -4 -3 12 -1 0 1 3 4 5
Pt B
/ N
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