TEMA 2

APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Contenidos Criterios de Evaluacion

Tangente a una curva. . Conocer la interpretacion geométrica

Variacié . . de la derivada como pendiente de una
ariacion y derivada primera. curva o de la recta tangente.
Extremos y derivada cero. . Saber usar la derivada de una funcién
Extremos en intervalos cerrados. para conocer las regiones de
crecimiento / decrecimiento, sus
maximos y minimos relativos asi
Curvatura. Puntos de inflexion. como sus regiones de concavidad /
convexidad y sus puntos de inflexion.

Problemas de optimizacion.

Representacion grafica. . o
Saber aplicar los conocimientos
. ) anteriores para hallar la
Tiempo estimado representacion  gréfica de las

) funciones tras conocer sus asintotas.
16 sesiones
Utilizar los conocimientos anteriores

para resolver problemas de
optimizacién, procedentes de
situaciones reales de caracter
econdémico y  sociolégico, cuya
expresion analitica vendria dada en el
texto.
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Mates 11 Aplicaciones de las Derivadas

1.Tangente a una curva.

El problema de obtener la recta tangente a una curva es muy antiguo, y se
trataba inicialmente de un problema geométrico. Posteriormente el
matemadtico francés Fermat lo relacioné con un problema con el que,

aparentemente, no guardaba relacién: ;cudles son los valores maximos y
minimos de una funcién?

La grafica siguiente quiza nos permita observar la conexién entre ambos:

Y

Observemos que en los puntos de los extremos tenemos que la tangente es
horizontal: la pendiente en ellos es cero. Esto conduce a la cuestion més
general de la determinacion de la pendiente de una curva en un punto
cualquiera.

Esto llevé directamente al concepto de derivada, que puede usarse para
definir la recta tangente a la grafica de una funcion:

La tangente a la curva y = f(x) de una funcién derivable en el punto de
abscisa x = zq tiene de pendiente m = f'(zo).

Por ello, la ecuacion de dicha recta tangente es:
y — f(xo) = f'(20) - (x — w0)

o Ejemplo: obtengamos la ecuacién de la recta tangente a la gréifica de la
funcién f(z) = sen(2x) para x = 0.

v Derivamos f(z) =sen(2z) — f'(x) = 2cos(2x) !

v Sustituimos f0)=0 ., f'(0)=2

v Suecuacibnes: y—0=2-(z—0) — y=2x £ Y P @ N
o Ejemplo: averigiiemos en qué punto de la pardbola y = z* — 4 la recta

tangente es paralelaa 2x —y + 1 = 0. B 1

v Latangente debe tener la misma pendiente que la recta dada:

20 —y4+1=0—-y=2c+1—=->m=2
v Lapendiente de la tangente es la derivada, asi debe ser:
Y =2r—>2r=2—zx=1
v Sustituyendo z = 1 obtenemos y = —3. Luego el punto es:
P=(1,-3)
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Mates 11 Aplicaciones de las Derivadas

2.Variacion y derivada primera.

o Graficamente.

Cuando tenemos la grafica de una funcién cualquiera, es fécil reconocer en
qué intervalos es creciente o decreciente, y dénde alcanza sus valores
maximos y minimos.

Vamos a estudiarlo con la funcién f : [—4,6] — R cuya gréfica tenemos a

continuacion:
[
. |
| I
/ |
/ \ |
[ )\ i
/ \
\
& \ /
i /
\
Moneotonia:

La funcién es creciente en el intervalo [—4, —2] y en el intervalo [3, 6]. Asi,
en esos intervalos al aumentar la variable independiente () también aumenta
la dependiente (y).

Y es claro que en el intervalo [—2, 3] la funcién es decreciente. Asi, en ese
intervalo, al aumentar la variable x disminuye la variable y.

En general:
Sea f una funcién definida en un intervalo 1. Si las desigualdades son estrictas,
. . . . . se dice que
Decimos que f es creciente en el intervalo, y escribimos f " en I, si a) fes estrictamente creciente en |
, ’ (f 77 enl) en el primer caso.
r<z'enl — f(x)< f(m) b) f es estrictamente decreciente
. . . o . enl(fy\venl)en el segundo.
Decimos que f es decreciente en el intervalo, y escribimos f ™\, en I, si ( ) ¢

r<z'enl — f(x)> f(a)

Nota: puede ocurrir que una funcién sea constante en un tramo. Para esos
casos usaremos las expresiones “no creciente” o “no decreciente”
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Mates 11 Aplicaciones de las Derivadas

Extremos relativos:

Hay un minimo relativo para z = —4: A es el punto més bajo de su entorno.
Hay un minimo relativo para = 3: el punto D es el mds bajo de su entorno.
Hay un maximo relativo para x = —2: C' es el punto més alto de su entorno.

Hay un maximo relativo para « = 6: el punto B es el més alto de su entorno.

Extremos absolutos:

Para « = 3 la funcién alcanza su minimo absoluto, pues el punto D es el mas
bajo de todo el intervalo donde esta definida.

Para = = 6 la funcién alcanza su mdximo absoluto, pues el punto B es el
mas alto de todo el intervalo donde esta definida.

En general:

Sea f una funcién definida en un intervalo I y seaa € 1.

Decimos que f presenta un maximo relativo para © = a si en un entorno
suyo la funcién no es superior a f(a).

Si, ademds, es f < f(a) en todo el intervalo I se dice que el méaximo Se dice que un extremo relativo es

.. o interior si el valor en el que se
absoluto de la funcién en I se alcanza para x = a. alcanza estd en el interior del

intervalo I.

Decimos que f presenta un minimo relativo para £ = a si en un entorno
suyo la funcién no es inferior a f(a).

Si, ademds, es f > f(a) en todo el intervalo I se dice que el minimo
absoluto de la funcién en I se alcanza para * = a.

o Algebraicamente.

Veremos que la derivada de una funcién derivable y = f(x) nos suministra
una gran informacién sobre su variaciéon. Observemos las graficas
siguientes:

1 I
La recta tangente marca el crecimiento y el decrecimiento de la funcién:

v Si en todos los puntos de un intervalo I las rectas tangentes son
crecientes (pendiente positiva), la funcién crece en I.

v Si en todos los puntos de un intervalo I las rectas tangentes son
decrecientes (pendiente negativa), la funcién decrece en 1.
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Mates 11 Aplicaciones de las Derivadas

De ahi se deduce la siguiente propiedad de las derivadas:
Tenemos asi un procedimiento

Sea y = f(«) una funcién derivable en todo punto del intervalo /. sencillo para averiguar en qué
, intervalos es creciente o decreciente
« Sif" > 0enl entonces f es creciente en 1. una funcion f:

a) Hallamos su derivada.

« Sif’ <0en I entonces f es decreciente en I.

b) Estudiamos el signo (ceros e

o Ejemplo: estudiemos la variacién de la funcién f(z) = 2® — 62°. intervalos) de la derivada.
a) Hallamos la derivada: f’(z) = 32% — 12z &) [P i eRele &

. . . . . f positivaen | - f 7en |/
b) Estudiamos el signo de la derivada ( ceros e intervalos de signo):
f' negativaen /- f\en /

Signo de f'
+ - +
i i
| - | -
x=0 x=4

¢) Deducimos el siguiente esquema de monotonia de la grafica:

Monotonia de f

f/ — f\ M f/ I~ l
L L
x=0 x=4 " /
d) Extremos: /
Para x = 0 hay un maximo relativo (la funcién pasa de subir a bajar). s
Para x = 4 hay un minimo relativo (se pasa de bajar a subir). - - T - 3
e) La siguiente tabla resume la variacion de f: i’ \
X ‘ —00 0 4 +00 / \/

4
vyl = 2 0 N 32 s e /

o Ejemplo: Estudiemos la variacién de la funcién y = t* — 8t? + 10.
a) Hallamos la derivada: 3y = 4t> — 16t

b) Estudiamos el signo de la derivada (ceros e intervalos de signo):

Signo de '
B 0 + 0 B 0 +
| | i
LI LI LI
r==2 t=0 t=2
¢) Deducimos el siguiente esquema de monotonia de la grafica:
Monotonia de f
VA f7 VA r7
| i |
LI LI LI
t=-2 t=0 t=2
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Mates 11 Aplicaciones de las Derivadas

d) Extremos:
Para ¢ = —2 hay un minimo relativo (se pasa de bajar a subir).
Para t = 0 hay un maximo relativo (la funcién pasa de subir a bajar).
Para ¢ = 2 hay un minimo relativo (se pasa de bajar a subir).

e) La siguiente tabla resume la variacion de f:

X | —00 -2 0 2 +00

v+ N6 s 100 N 6 s e

3.Extremos y derivada cero.

301

251

201

15+

a Derivada cero y extremos.

De lo estudiado anteriormente deducimos que si una funcién derivable tiene
un extremo relativo interior, la derivada sera cero:

Sea y = f(x) una funcién derivable en todo punto del intervalo I y sea
Z = xo un punto interior de /.

Si f presenta un extremo relativo en x = x4 entonces f’ (zo) = 0.

En efecto, si f es derivable en un extremo interior, la derivada no puede ser
ni positiva ni negativa y por ello ha de ser cero.

Pero, cuidado: la derivada también puede ser cero y no ser en un extremo.
Veamos un caso tipico.

o Ejemplo: consideremos la f(z) = x> + 1.

Para estudiar su variacién, hallemos su derivada y estudiemos su signo.
!/
Es f'(z) = 32%

+ 7 7

0
i :; i
L .

0 x=0

En el punto (0,1) la derivada de la funcién es cero: resulta asi que la
recta tangente en dicho punto es horizontal, pero ese punto no es ni un
maximo ni un minimo: observemos que la curva es creciente antes y
después de ese punto, que se parece a un “rellano o descansillo”. La
gréfica tiene el aspecto de una silla y el punto seria el asiento, por ello
algunos matematicos lo denominan “punto de silla”.

En la grifica observamos como en el punto (0, 1) la recta tangente es la
recta horizontal y = 1, que atraviesa a la curva. Esto puede no estar de
acuerdo con nuestra idea intuitiva de que una recta tangente corta a una
curva de tal modo que en el punto de tangencia no la atraviesa.

José Alvarez Fajardo
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Mates 11

Aplicaciones de las Derivadas

a Criterio del cambio de signo de la derivada.

Aqui tenemos un sencillo criterio que nos garantiza un caso en el que la
derivada es cero y si hay extremo relativo.

Sea y = f(z) una funcién derivable en todo punto del intervalo [ y sea un

& = x( punto interior de 1.

« Sif/ <Oparaz < xoy f' > 0parax > x entonces f tiene un minimo
relativo para x = x.

« Si f/>0 para z <oy f' <O para > xo entonces f tiene un
maximo relativo para x = x.

Asi, tenemos los siguientes esquemas de signo:

Importante: el criterio de la izquierda
es valido incluso si para x = Xxo no
hay derivada.

En x=c¢

hay minimo

En x=d

+ N\ E f7
X=cC X=cC
@ + é - : LA :
x=d x=d

o Ejemplo: estudiemos los extremos de la funcién f : R — R definida por

ze® si x <0
R

—z% si x>0

Estudiando la derivabilidad vemos que = = 0 es punto anguloso y que:

{ (x+1)e® si <0

f'z) =

—2x si >0

Analizamos la variacién estudiando el signo de la derivada:

ol

hay maximo

Importante:  podemos  determinar
que x=0 es un maximo relativo
estudiando el signo de la derivada,
aunque no hay derivada para x=0.

N min f7 Max M

—> ° ®

-1 0

© OR

-1

o Criterio de la derivada segunda.

Criterio para existencia de extremo usando la derivada segunda:

Sea y = f(z) una funcién derivable en un intervalo abierto dos veces

derivable en el punto interior x = x.

« Si f'(z0)=0y f”(x9) >0 entonces hay un minimo relativo en
T = Zo.

« Si f'(zo) =0y f”"(xz0) <0 entonces f presenta un miximo relativo
para x = xy.
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Mates 11 Aplicaciones de las Derivadas

4.Extremos en intervalos cerrados.

Comencemos con una sencilla pero muy importante propiedad de las
funciones continuas en intervalos compactos (cerrados y acotados).

Si y = f(x) es una funcién continua en intervalo compacto [a , b], entonces
estd acotada y alcanza en €l sus valores extremos.

Si ademas podemos usar las derivadas, haremos:
v Un estudio de signo de la derivada.

v Un esquema de variacion cuidando de incluir los extremos del intervalo,
puntos angulosos si los hubiese y los ceros de la derivada.

o Ejemplo: en un experimento que dura cuatro horas, la temperatura de un
objeto viene dada por la siguiente férmula:

T = 4¢3 — 18t% 4+ 15t — 2

donde 7' es la temperatura en grados centigrados y ¢ es el tiempo, en
horas, transcurrido desde el inicio de la medicién.

Obtengamos las temperaturas mdxima y minima.
a) Hallamos la derivada:
T' =12t — 36t + 15

b) Estudiamos el signo de la derivada ( ceros e intervalos de signo):

Signode T'

+ - +
1 1
LI LI
t=0,5 t=25

¢) Del esquema de signos de la derivada deducimos el siguiente esquema
de monotonia de la grafica:

Monotonia de T

T/ T T/

d) Tabla de variacion de la temperatura:
(| o 0.5 25 4
T2 s 15 N 145 26

e) Conclusién:
La temperatura méxima fue 26 °C y se alcanzé a las cuatro horas.

La temperatura minima fue —14,5 °C y se alcanz6 a las 2 horas y
media del inicio.
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Un intervalo cerrado y acotado se
denomina  usualmente intervalo
compacto.

Observemos que como la funcion
temperatura es continua, alcanzara
sus valores maximo y minimo en
cualquier intervalo cerrado.

Es muy importante formar la tabla de
variacién de T, pues el maximo y el
minimos absolutos pueden
alcanzarse tanto en los valores
inicial o final como en los extremos
relativos interiores.




Mates 11 Aplicaciones de las Derivadas

5.Problemas de optimizacidn.

Son unos problemas en los que se intenta determinar bajo qué circunstancias
una determinada magnitud alcanza su valor maximo o minimo. Esa
magnitud puede ser el area, volumen, velocidad, consumo,... e intentard
expresarse como una funcién de una variable, para estudiar su variacién a
través de la derivada.

Veamos un par de ejemplos como muestra.

ProBLEMA 1: se trata de obtener las dimensiones del rectangulo —si es que lo
hay— con perimetro 80 cm. y que tenga la mayor superficie posible.

Muchos creen que dos figuras con igual perimetro encerrardn la misma
superficie. Pero aqui tenemos dos rectdngulos con perimetro 80 cm y
distintas superficies:

30 cm

B s = s=msana

35 cm

Ahora debemos intentar una formulacién algebraica.

Con los datos del problema siempre podremos expresar la magnitud que
desea optimizarse como funcién de una variable. En este caso el perimetro
nos permitird expresar la altura, por ejemplo, en funcién de la base y asi
expresar la superficie como funcién sélo de la base:

p =280
Perimetro=80cm |y : 2r+2y =80
xz+y =40
X y=40—2x

Deseamos que sea médxima la funcién
S =2 (40 — z) = 40z — 2°

Derivamos S’ (x) = 40 — 2x y realizamos un estudio de la variacién:

+ _ 4 N

Para dar respuesta a un problema
de optimizacion,
enunciado.

leamos bien el
A continuacién
intentemos un acercamiento: unos
ejemplos, casos particulares...

0em >  §=30x10=300cm’

0
1 1
1 |_> o,

x=20 x=20
La altura es y = 40 — 20 = 20 y la superficie S = 20 - (40 — 20) = 400.

Concluimos que el rectdngulo de perimetro 80 cm con drea maxima es un
cuadrado de lado 20 c¢m, siendo su area igual a 400 cm’.

José Alvarez Fajardo
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Mates 11 Aplicaciones de las Derivadas

ProBLEMA 2: un grupo de jévenes monta una una tienda en Internet de venta
de méviles. La compaiiia distribuidora pondré a su disposicion un paquete de
1.000 méviles al mes, con un precio de 100 euros cada uno. A ese precio los
venderia todos, y por cada euro que aumente el precio dejard de vender un
movil. ;Cudl es el precio que le reportard mayores ingresos mensuales?

Llamemos x a los euros que aumentaremos el precio desde los 100 que
pagamos nosotros por ellas, asfi:

I(x) = (100 + z) - (1000 — )
Derivamos
I(x) = 100000 4 900z — z? — I'(z) = 900 — 2z

y realizamos un estudio de la variacién:

@+ 0 _ 4 I\
| | 1

Si los vende a 200 euros, ¢cuales
seran los ingresos? ;Y si los vende
a 400?

0 — 0

x =450 x =450

Concluimos por fin: el precio al que deben vender cada mévil, para obtener
el mayor ingreso posible, es de 100+450=550 euros. En ese caso los ingresos
brutos mensuales ascenderdn a 302509 euros.

6.Curvatura. Puntos de inflexion.

Recordemos los conceptos de funcién céncava y convexa:

f convexa: curva bajo tangente

f concava: curva bajo tangente

N

A los puntos en los que cambia la curvatura se les llama puntos de inflexion:

f convexa

f céncava

José Alvarez Fajardo

En x =450
|—> hay maximo
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El criterio es sencillo y puede deducirse del relativo a la monotonia:

Sea y = f(x) una funcién dos veces derivable en cada punto de /.

« Si f” > 0 en todo punto entonces f es convexa en el intervalo I .

« Si f” < 0 en todo punto entonces f es céncava en el intervalo I .

o Ejemplo: estudiemos la curvatura de la funcién f(z) = 2 — 622,
a) Hallamos la derivada segunda: f‘(z) = 6x — 12

b) Estudiamos el signo de la derivada segunda: y deducimos el esquema
de curvatura:

Signo de f" Curvatura de f

— + feev

fevx

1 1
| - | -

x=2 x=2

c) Para z = 2 hay un punto de inflexién, pues cambia la curvatura.

Observemos como encontrar los puntos de inflexién:

_ 0

@ — + feev — fovx
x=c x=c

@ + 0 - feovx feev
| .| | .|
x=d x=d

o Nota: Observemos que si una funcién dos veces derivable tiene punto de
inflexién entonces la derivada segunda es cero, pero esto no es suficiente:
debe cambiar el signo de la derivada segunda.

o« Ejemplo: Hallemos a y b sabiendo que (2, —4) es un punto de inflexién
de la curva y = > + az? + bx — 10.

a) Primero hallamos la derivada segunda:
f@)=a®+ax® +bx —10 = f (z) =3z® +2ax+ b — f (z) =6z + 2a
b) Como el punto (2, —4) estd en la curva, entonces f (2) = —4:
2°+a-2°+b-2-10=—4
¢) Enlainflexién la derivada segunda debe ser cero, asi f” (2) = 0:
6-2+2a=0
d) De (b) y (c) deducimos que a = —6y b = 11.

José Alvarez Fajardo

Inflexién en
x=c

Inflexion en
x=d
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7.Representacion grafica.

Hubo un tiempo, no muy lejano, en el que las graficas de las funciones s6lo
podian obtenerse de una forma: a mano. Uno tomaba unos boligrafos de

colores, una cuartilla de papel (cuadriculada si era posible) y una regla. Si
eras afortunado, tenias una calculadora.

Con la férmula delante, y = f(z), se pasaba a estudiar los siguientes puntos:
Dominio.

Continuidad. Asintotas verticales.

Monotonia.

Extremos.

Prolongacién en el infinito. Asintotas horizontales u oblicuas.

S " = = ~

Tabla de variacion.

Una vez concluido ese andlisis, se pasaba a dibujar en primer lugar las
asintotas -si las habia- y los puntos remarcados en la tabla de variacion.
Finalmente, con un poco de pericia, se realizaba el dibujo a mano alzada.

Bastante tiempo después se popularizaron las computadoras personales, y
con las hojas de cdlculo podian obtenerse buenas graficas siguiendo un
proceso que atn no nos libraba de estudiar buena parte de esos puntos. Pero
suponia un gran salto cualitativo.

En el momento de escribir esto disponemos ya de programas de
computaciéon, muy ficiles de usar, que nos liberan de todo ese trabajo, y nos
permiten centrarnos en la interpretacion y en la obtencién de soluciones.

No obstante lo anterior, vamos a realizar el estudio sefialado arriba
estudiando y representando:

20+1 si x<-—1
a(z) = | b(z) = |z — 1] + |z + 2]
22 =3z si x> -1
c(z) =z |z -3 d(z) = 2 — 62% + 9z
3x — 2 4x
@) =71 o) =1
x? 2% 4 22
= h = —
() = je) = (e +2)e
1 -3
k(m):% l(a:)zlnz_l

n(x) =x —2senx, x € [—7, 7|

José Alvarez Fajardo

El hecho de que existan esos
programas, faciles de usar, no
significa que no debamos saber
realizar el estudio de los puntos
anteriores.

Todos debemos memorizar las
tablas de multiplicar, y saber realizar
simples productos y divisiones
manualmente. Pero una pero una
vez aprendido esto, los productos
tediosos los hacen las
calculadoras ;-)
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Mates 11 Aplicaciones de las Derivadas
7. [S/07] Sea f : R — R la funcién definida por
E]QI‘C'C'OS f(z) =22° +122% + ax + b

1. [S/06] Sea f: R — R la funcién definida por
f(z) =In(z? + 1)

a) Determina los intervalos de crecimiento Yy
decrecimiento y los extremos relativos de la
funcién f (puntos y valores de la funcién).

b) Calcula la ecuacién de la recta tangente a la
grafica de f en el punto de inflexién de abscisa
negativa.

2. [S/06+15] Sea f : R — R la funcién definida por
flx) =2 — |z|
a) Estudia la derivabilidad de f.

b) Determina los intervalos
decrecimiento de f.

de crecimiento Yy

c) Calcula los extremos relativos de f (puntos
donde se alcanzan y valor de la funcién).

3. [S/06] Determina un punto de la curva de ecuacién

$2

y=xe
en el que la pendiente de la recta tangente sea
méxima.

4. [S/06] Sea f:R — R la funcién dada por
f(x) = 2* + px + q. Calcula los valores de p y ¢
sabiendo que la funcién f tiene un extremo en
x = —6 y su valor en él es — 2.

5. [S/06] Sea f : R — R la funcién definida por
f(z) =23+ ax® + bz + 1

a) Determina a,b € R sabiendo que la grifica de f
pasa por el punto (2,2) y tiene un punto de
inflexion de abscisa x = 0.

b) Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y
normal a la gréfica de f en el punto de inflexion.

6. [S/07] Sea f : (0,+00) — R definida por

3z +1
Tr) = —71Kn
fle) ==
a) Determina los intervalos de crecimiento Yy

decrecimiento y los extremos relativos de f
(abscisas y ordenadas).

b) Calcula el punto de inflexién de la grafica de f.

José Alvarez Fajardo

Determina @ y b sabiendo que la recta tangente a la
grafica de f en su punto de inflexién es la recta
y = 2x + 3.

8. [S/07] Sea f:(0,4c0) — R la funcién definida
por
f(z) = 2” In(x)

a) Determina los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento y los extremos relativos de f
(puntos donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

b) Calcula la ecuacién de la recta tangente a la
grifica de f en el punto de abscisa * = /e

9. [S/07] Sea f:R — R la funcién definida por
f(z) =2%e"

a) Determina los extremos relativos de f (puntos
donde se obtienen y valores que se alcanzan).

b) Estudia y determina las asintotas de la grafica de

f.
10.[S/07] Sea f : R — R definida por
f@) = (x —3)e”

a) Calcula los extremos relativos de f (puntos
donde se obtienen y valores que se alcanzan).

b) Determina la ecuacién de la recta tangente a la
grafica de f en su punto de inflexion.

11.[S/08] Considera la funcién f: R — R definida
por

x+1
eI

fz) =
determina la ecuacién de la recta tangente a la
grafica de f en su punto de inflexion.
12.[S/08] Sea f : R — R la funcién definida por
f(z) = 3z — 22%) e”

a) Determina los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento de f .

b) Calcula los extremos relativos de la funcién
(abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

1
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13.[S/08] Sea f : [0,27] — R la funcién definida por
f(x) =e*(senx + cosx)

a) Determina los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento de f.

b) Calcula los puntos de inflexién de la grafica de f.
14.[S/09] Sea f : R — R la funcién definida por
f(x) =ax® +b2* +cx+d
Calcula los valores de a , b, ¢, d sabiendo que:
+ Es(0,1) un punto de inflexién de su gréafica.

+ f tiene un minimo local en el punto de abscisa
r=1

+ Larecta tangente a la grafica de f en el punto de
abscisa x = 2 tiene pendiente 1.

15.[S/09] Sea f:R — R la funcién definida por
flx) =2%- |z + 3|
a) Estudia la continuidad y derivabilidad de f.

b) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f.
Calcula sus extremos relativos (abscisas y
ordenadas)

16.[S/09] La funcién f : R — R definida por
f(z) =ax® 4+ bx* +cx +d

sabemos que tiene extremos relativos en (0,0) y
(2,2). Calculaa,b,c,d.

17.[S/10] Sea la funcién f : [0,4] — R definida por:

> +axr+0b si
ﬂm—{

cx si

0<z<2
2<x <4

a) Sabiendo que f es derivable en todo el dominio
y que verifica f(0) = f(4), determina los
valoresde a, by c.

b) Para a = —3,b=4,c=1 halla los extremos
absolutos de f (abscisas donde se obtienen y
valores que se alcanzan).

18.[S/10] Dada la funcién f: R — R definida como
f(z) = asen(z) + bx® + cx +d

determina los valores de las constantes a , b, ¢, d
sabiendo que la grafica de f tiene tangente
horizontal en el punto (0,4) y que la segunda
derivadade f es f”(x) = 3sen(z)—10.

José Alvarez Fajardo

19.[S/11] Sea la funcién definida por

3zt +1
f@) ==

a) Estudia las asfintotas de la grafica de la funcién.

b) Halla los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento, y los extremos relativos (abscisas
donde se obtienen y valores que se alcanzan).

si x#0

20.[S/11] Sea la funcién | - F ,4} _, R definida por
€

1

xr—In(z)+a si -

fz) = e
br+1—1In(2) si 2

a) Calcula los valores de a y b para que f sea

derivable en el intervalo <1 , 4> .
(S

1

b) Para a=0 y b=3 halla los extremos

absolutos de f (abscisas y valores obtenidos).

21.[S/11] En una empresa los ingresos (en euros)
dependen de la edad. Sila edad, = ,esde 18 a 50
afios, los ingresos vienen dados por la férmula
— 22 + 70x , mientras que para edades iguales o

superiores a 50 afios los ingresos estdn
determinados por la expresion,

400z

xz—30

Calcula cudl es el maximo de los ingresos y a qué
edad se alcanza.

22.[S/12] Sea f : (0,400) — R definida por

f(a) = - +In(a)

X

1
_’e
e

a) Halla los extremos absolutos de f en

b) Determina la ecuacién de la recta tangente a la
grafica de f en el punto de abscisa x = e.

23.[S/12] Sea la funcién f definida por

fla) =

T 1-2
a) Halla las asintotas de la grafica de la funcién f.

sixF#1

b) Halla sus extremos relativos (abscisas donde se
obtienen y valores que se alcanzan) y los
intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

2|
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24.[S/12] Sea la funcién definida por

222
(x+1)(z—2)

a) Estudia y calcula las asfintotas de su gréfica.

fla) = Six Al w42

b) Determina los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento de f .

¢) Calcula, si existe, algin punto de la gréfica de f
donde ésta corta a la asintota horizontal.

25.[S/12] Sea la funcién f : [1,e] — R definida por
f(z) = 2* —8In(x)

a) Halla los intervalos
decrecimiento de f .

de crecimiento y de

b) Calcula los extremos absolutos y relativos de la
funcién f (abscisas donde se obtienen y valores
que se alcanzan).

¢) Estudia los intervalos de curvatura.
26.[S/12] Sea f:R — R la funcién definida por
f(z) =¢€" (2* —z+1)
a) Calcula Igr_noo f(x)y mEToo f(z).
b) Halla los extremos relativos de f (abscisas donde

se obtienen y valores que se alcanzan),
determinando si son maximos o minimos.

c) Determina las abscisas de los puntos de inflexién
de la gréfica de f.

27.[S/12] Dada la funcién f:R — R definida por
f(@) =e"(z —2)
a) Calcula las asintotas de f .

b) Halla los extremos relativos (abscisas y valores)
y los intervalos de monotonia.

¢) Determina, si existen, los puntos de inflexién de
la graficade f .

28.[S/12] Sea f:R — R la funcién definida por
f(@)=In(2*+32+3) -z

a) Halla sus intervalos de crecimiento y de
decrecimiento y los extremos relativos de f
(abscisas y valores que se alcanzan).

b) Determina la ecuacién de la recta normal a la
grafica de f en el punto de abscisa x = —2.

José Alvarez Fajardo

29.[S/13] Considera la funcién f: R — R dada por
f(z) =2 + ax® + bxr + ¢

Determina a, b y ¢ sabiendo que la recta normal a la
grafica de f en el punto de abscisa =0 es
y+xz=-3 y que el punto de inflexién tiene
abscisax = 1.

30.[S/13] Sea f:R — R lafuncién definida por
f(z) =2+ ax® +br +c

Se sabe que un punto de inflexién de la gréfica de f
tiene abscisa * = 1 y que f tiene un minimo relativo
enx = 2 de valor — 9. Calculaa, byec.

31.[S/14] Sea f : R — R definida por
f(z) =2 +az® +bx +c
d) Halla a, b y c para que la gréfica de f tenga tiene
un punto de inflexién de abscisa = 5 ¥ que la

recta tangente en el punto de abscisa = 0 tenga
de ecuaciéon y = 5 — 6.

e) Paraa = 3,b= —9y c= 8, calcula los extremos
relativos de f (abscisas donde se obtienen y
valores que alcanzan).

32. [S/14] Determina el punto de la gréifica de la
1
funcién definida por f(z) = % +Inz en el que la
pendiente de la recta tangente es maxima.

33.[S/14] Sea
definida por

f:R — R la funcién derivable

a—x si z<1

f(z) = b

—+Inzx si z>1
T

a) [1,25] Calcula a y b.

b) [1,25] Para a =3 y b = 2 calcula los extremos
absolutos de f en el intervalo [0,e] (abscisas
donde se obtienen y valores que se alcanzan).

34.[S/15] Determina los coeficientes de una funcién f
polinémica de tercer grado sabiendo que presenta un
extremo local en el punto de abscisa = = 0, que
(1,0) es punto de inflexién de su gréfica de f asf
como que la pendiente de la recta tangente en dicho
punto es -3.

3l
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OPTIMIZACION 38.[S/00] Una empresa quiere fabricar vasos de cristal

35.[S/96] En la orilla de un rio de 100 metros de ancho de forma 011,1n.d fica con Pf‘a capac’1<:'lad de .250
L L. . centimetros cubicos. Para utilizar la minima cantidad
estd situada una planta eléctrica y en la orilla opuesta

4 500 metros ro arriba se ha construido una fabrica posible de cristal, se estudian las medidas apropiadas

. . oy para que la superficie total del vaso sea minima.
Sabiendo que el rio es rectilineo entre la planta y la ) . e
o . (Cudles deben ser esas medidas? Justifica la
fabrica, que el tendido de cables a lo largo de la respuesta
orilla cuesta 1.200 ptas. el metro y que el tendido p
sobre el agua cuesta 2.000 ptas. el metro, ;cuél es la | 39.[S/02] Considera el recinto limitado por la curva
. » . . . » 1
longitud flel .tendldo r/na‘s econdémico posible entre la y= =12 y la recta y—9. De entre todos los
planta eléctrica y la fabrica? 3
rectdngulos situados como el de la figura, determina

36.[S/97] Dada una circunferencia de radio r, se divide . . ‘-
el que tiene area maxima.

uno de sus didmetros en dos partes que se toman _
como didmetros de dos circunferencias tangentes ’
interiores a la circunferencia dada.

(Qué longitud debe tener cada uno de estos
didmetros para que sea maxima el drea de la region
comprendida entre las circunferencias interiores y la
exterior ( la region rayada en la figura)

40.[S/04] Se desea construir una caja de base cuadrada
con una capacidad de 80 cm3. Para la tapa y la
superficie lateral se usa un material que cuesta 1 €/
cm? y para la base se emplea un material un 50%
mds caro. Halla las dimensiones de la caja para que
su coste sea minimo.

41.[S/06] Un alambre de longitud 1 metro se divide en
dos trozos, con uno se forma un cuadrado y con el
otro una circunferencia. Calcula las longitudes de los
dos trozos para que la suma de las dreas de ambos
recintos sea minima.

37.[S/97] Dado un tridngulo isésceles de base 8 cm. Y
altura 5 cm., calcula las dimensiones del rectdngulo
de drea mdxima que puede inscribirse dentro de
dicho tridngulo como se indica en la figura

42.[S/07] Determina dos numeros reales positivos
sabiendo que su suma es 10 y que el producto de sus
cuadrados es maximo.

43.[S/07] Tenemos que fabricar dos chapas cuadradas
con dos materiales distintos. El precio de cada uno
de estos materiales es 2 y 3 euros por centimetro
cuadrado, respectivamente. Por otra parte, la suma
de los perimetros de los dos cuadrados tiene que ser
1 metro. ;Cémo hemos de elegir los lados de los
cuadrados si queremos que el coste total sea
minimo?

José Alvarez Fajardo 4I
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44.[S/07] De todos los rectangulos situados en el primer
cuadrante que tienen dos de sus lados sobre los ejes
coordenados y un vértice en la recta r de ecuacién
(ver figura), determina el que tiene mayor drea.

Y
r
\1

i\?

45.[S/08] De entre todas las rectas del plano que pasan
por el punto (1,2), encuentra aquella que forma con
las partes positivas de los ejes coordenados un
tridngulo de 4rea minima. Halla el drea de dicho
tridngulo.

46.[S/08] De entre todos los rectangulos de perimetro 8
cm, determina las dimensiones del que tiene
diagonal de menor longitud.

47.[S/09] Se divide un segmento de longitud L =20 cm.
en dos trozos. Con uno de los trozos se forma un
cuadrado y con el otro un rectdngulo en el que la
base es el doble de la altura.

Calcula la longitud de cada uno de los trozos para
que la suma de las dreas del cuadrado y del
rectangulo sea minima.

48.[S/09] De entre todos los rectdngulos cuya drea mide
16 c¢cm?, determina las dimensiones del que tiene
diagonal de menor longitud .

49.[S/09] De todos los tridngulos cuya base y altura
suman 20 cm., ;qué base tiene el de drea maxima?

50.[S/10] La hipotenusa de un tridngulo rectdngulo
mide 90 cm . Si se hace girar alrededor de uno de
sus catetos, el tridngulo engendra un cono. ;Qué
medidas han de tener los catetos del tridngulo para
que el volumen del cono engendrado sea méximo?

1
(Recuerda que el volumen del cono es: V' = §7r'r2h)

51.[S/10] Una hoja de papel tiene que contener 18 cm?
de texto. Los margenes superior e inferior han de
tener 2 cm cada uno y los laterales 1 cm . Calcula
las dimensiones de la hoja para que el gasto de papel
sea minimo.

José Alvarez Fajardo

52.[S/11] Se desea construir un depdsito cilindrico
cerrado de drea total igual a 54 m? . Determina el
radio de la base y la altura del cilindro para que éste
tenga volumen méximo.

53.[S/11] En el primer cuadrante representamos un
rectangulo de tal manera que tiene un vértice en el
origen de coordenadas y el vértice opuesto en la
pardbola y = —x2 + 3.

Determina las dimensiones del rectdngulo para que
su drea sea maxima.

54.[S/11] Queremos hacer junto a la carretera un
cercado rectangular para unos caballos en una zona
Ilana. Cada metro del lado del cercado que estd junto
a la carretera nos cuesta 100 euros, mientras que
para el resto del cercado nos cuesta 10 euros el
metro.

(Cuales son las dimensiones del prado de &rea
maxima que podemos cercar con 3000 euros?

55.[S/11] Una ventana normanda consiste en un
rectdngulo coronado con un semicirculo.

an

De entre todas las ventanas normandas de perimetro
10 m , halla las dimensiones del marco de la de drea
maxima.

56.[S/11] Sea f:[1,400) — R la funcién definida
por f(z)=

Determina el punto P de la grafica de f que se
encuentra a menor distancia del punto A(2,0).
(Cudl es esa distancia?

57.[S/12] Un alambre de 2 m de longitud se divide en
dos trozos. Con uno de los trozos se construye un
cuadrado y con el otro un rectdngulo cuya base es
doble que su altura. Calcula las longitudes de cada
uno de los trozos con la condicién de que la suma de
las dreas de estas dos figuras sea minima.

r—1.

58.[S/12] De entre todos los tridngulos rectangulos de
hipotenusa 10 unidades, determina las dimensiones
del de area maxima.

5]
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REPRESENTACION DE (GRAFICAS

59.[97] Considera la funcién f definida para @ # 0 por
la relacién

_ 4r* 43z +4
N xT

f(z)
a) Halla sus asintotas.
b) Determina sus extremos locales.

c¢) Dibuja la grifica de f indicando su posicién
respecto de las asintotas.

60.[99+] Dada la funcién f: (0,4+00) — R definida
por

_1—1—332
oz

f(x)

a) Obtén sus asintotas.

b) Halla las regiones de crecimiento y de
decrecimiento de f indicando sus méximos y
minimos locales y globales si los hay.

c) Esboza la graficade f.

61.[99+] Considera la funcién f : R — R definida por
x

T)=——

Dibuja su grafica determinando previamente los

siguientes elementos: asintotas, extremos locales,

intervalos de monotonia y la existencia de simetrias.

62.[S/00] Sea f la funci6n definida por

2

fz) =

T+ 2 (= # -2)

a) Halla las asintotas de la graficade f .

b) Determina los intervalos de monotonia y los
extremos locales de f .

¢) Haz un esbozo de la graficade f.

63.[S/02] Sea f la funci6n definida por
9 — 3
= 2
@)= (@ £0, 2 £2)

a) Calcula las asintotas de la graficade f .

b) Determina los intervalos
decrecimiento de f .

de crecimiento y

¢) Con los datos obtenidos, esboza la graficade f .

José Alvarez Fajardo

64.[S/03] Considera la funciéon f:R — R definida
por

f(@) = (& +3)e

Esboza su grafica obteniendo previamente sus
asintotas, extremos y puntos de inflexién.

65.[S/04 +S/14] Sea f : R — R definida por
f(z) =22 - e

Esboza su grafica obteniendo previamente sus
asintotas, intervalos de monotonia y puntos donde
alcanza sus extremos relativos.

66.[S/05+15] Sea f la funcién definida para « # 1 por
e

flo) = =

a) Halla las asintotas de su gréfica

b) Determina los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento de f.

c) Determina los intervalos de concavidad y de
convexidad de la funcion.

d) Esboza la grafica de f.
67.[S/05] Sea f:R — R lafuncién definida por
ox + 8
o) = i

a) Calcula los puntos de corte de la grafica de f con
los ejes coordenados.

b) Halla las asintotas de la grafica de f .

c¢) Determina los intervalos de monotonia de f y
calcula sus extremos relativos o locales.

d) Esboza la grifica de f .
68.[S/05] Sea f : R — R la funci6n definida por

fla) = (@—1)?e

Esboza su grafica obteniendo previamente sus
asintotas, intervalos de monotonia y puntos donde
alcanza sus extremos relativos.

69.[S/06] Sea f:R — R lafuncién definida por
2 —x+1
24+ x+1

Esboza su grafica obteniendo previamente sus
asintotas, intervalos de monotonia y puntos donde
alcanza sus extremos relativos.

fz) =

6l
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70.[S/06] Sea f la funcién definida por

@) =""2 @ #o)

a) Halla, si existen, los puntos de corte con los ejes
y las asintotas de la gréfica de f.

b) Calcula los intervalos de crecimiento y
decrecimiento y los extremos relativos de f.

c) Esboza la gréfica de f.
71.[S/07] Sea f la funcién definida, para = #2 y
x # —2, por
2?2 43
f(z) = 22 _4
a) Determina las asintotas de la gréafica de f.

b) Determina los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento y los extremos relativos de f
(puntos donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

c) Esboza la gréfica de f.

72.[S/08] Esboza la gréfica de la funciéon g : R — R
definida por
1
g(z) = Zx?’ —z? 4z

73.[S/09] Sea f : R — R la funcién definida por
f) =zt

a) Determina los intervalos de crecimiento Yy
decrecimiento de f, asi como sus extremos.

b) Determina los intervalos de concavidad y
convexidad de f.

¢) Determina las asintotas de la gréfica de f.
d) Esboza la gréfica de f.

74.[S/10] Sea f la funcién definida como
3

fz) = m_lsix#il

2

Esboza su griafica obteniendo previamente sus
asintotas, intervalos de monotonia y puntos donde
alcanza sus extremos relativos.

José Alvarez Fajardo
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Cuestiones

1. Explica por qué una funcién polindmica de segundo
grado siempre tiene un punto de tangente horizontal.

2. La recta tangente a una curva, ;puede cortarse con
ella en varios puntos o sélo en uno?

3. Dibuja la grafica de una curva con infinitos puntos
en los que la tangente es la recta horizontal y = 1.

4. Una funcion tiene en un punto una recta tangente
horizontal. ; Debe ser ese punto un extremo relativo?

5. Si una funcién polinémica tiene para x = a una
inflexion, ;cudnto es la derivada segunda para ese
valor?

6. ;Cudntos puntos de inflexién como maximo puede
tener una funcién polinémica de cuarto grado?

7. La funcién y = |z — 2| tiene un minimo para * = 2,
pero no es la derivada igual a cero. ;Cémo es eso
posible?

8. Una funcién f: R — R tiene un extremo relativo
para = a. ;Debe ser entonces f'(a) = 0? ;Y si f
es una funcién derivable?

9. Dibuja la gréfica de una funcién f: R — R cuya
derivada sea positiva para x < 3 y negativa para
T > 3, pero que no tenga un maximo relativo para
x = 3. (Sugerencia: ;discontinua en z = 3?)

10.*Averigua en qué punto de la curva y = z° — 32° la
recta tangente tiene pendiente minima.

11.La grafica de la funcién derivada y = f'(x) es:

a) Estudia la monotonia de f y determina dénde
alcanza sus extremos.

b) Estudia la curvatura de f. ;Tiene puntos de
inflexién?

José Alvarez Fajardo

12.La grafica de la derivada de la funcién y = f(x) es
una pardbola céncava que corta al eje de abscisas
parax = —1yparax = 3.

a) Estudia la monotonia de y = f(x).
alzanza sus extremos?

Dénde

b) Estudia la curvatura de la grafica de f. ;Tiene
puntos de inflexién?

13.La gréfica de la derivadade f : [-1,4] — Rees:

(=]
0 2

a) Estudia la monotonia de f y determina ddnde
alcanza sus extremos relativos.

b) Estudia la curvatura de f. ;Tiene puntos de
inflexién?

14.[S/05] Obtén las asintotas de las funciones:

z2 -1 1a

glz)=e ,  h(z) =In|z|

(Qué grafica corresponde a cada funcién?

~_|
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funcidn, a la de su derivada y a la de su derivada por f(z) = 2® + ax + bx + ¢ cuya gréfica es:

-

positiva en todo punto.

a) (Como es la grifica y = f(x)?

derivada?

Distribucién temaética ejercicios

Tangente / Normal

1b,3,5b,8b,10b, 11, 22b, 28b

Monotonia / Extremos

23b,24b,25a,26b,27b,28a,31b, 32*

Extremos en intervalo compacto

17b,20b,22 a, 25b, 33b

Curvatura / Inflexion

1b,6b,10b, 11, 13b, 26c,27c, 5b

Obtener pardmetros

4,5a,7,14,16,18,29,30,31a,34

Limites / Asintotas

9b,19a,23a,24ac,26a,27 a

Continuidad / Derivabilidad

2a,15a,17,20a

Mates 11
15.Las tres graficas siguientes corresponden a la una
segunda. ;Cudl es cada una?

y = f(x)
1
0

1 0 - e

-1
-2

y=g(x)
2
1
0

-3 -2 -1 [o] 3

—

-2

y = h(x)
0

3 2 1 0 3
)
‘2 \\/

José Alvarez Fajardo

16.[S/05] Determina la funciéon f:R — R definida

17.La derivada segunda de la funcién f: R — R es

b) ;Y cémo es la grifica y = f'(x) de su funcién

la,2bc,6a,8a*,9a,10a,12,13a,15b, 19, 21,
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Autoevaluacion

1. Consideremos la funcién f definida mediante:
—x
z+3

si <0

flz) =

—T

Te si x>0
a) Estudia la continuidad de la funcién.
b) Analiza su derivabilidad.

c) Halla el valor mdximo y el valor minimo que
alcanza la funcién en el intervalo [—2, 2].

d) Obtén las asintotas de la grafica de f.
2. Determina a, b y c en la funcién f definida por
f(z) = ax® + bz 4 cx
en estos dos casos:

a) Sabiendo que su griafica tiene un punto de
inflexion para * = 1 y que la recta tangente en
ese punto tiene por ecuacion y = —3x + 3.

b) Si su gréfica corta al eje OX en el punto de
abscisa = = 1 y tiene un extremo relativo en el
punto (—1,4).

3. Sea f: (0,400) — R la funcién definida por
f(@) =2In(z)

a) Estudia la monotonia de f y calcula el valor
minimo que toma la funcién.

x>0

b) (Cuénto deberia ser f(0) para que fuese continua
parax = 0?

c¢) Obtén la ecuacién de la tangente para z = v/e.

4. De una funciéon f:[0,4] — R se sabe que
f(1) = 3y que la grafica de su funcién derivada es

1 | |
| I
I I
| 1

| 2 3 4
a) Halla la recta tangente a la gréfica de la funcién
en el punto de abscisa r = 1.

b) Determina los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento de f. ;En qué punto alcanza la
funcién su maximo absoluto?

c¢) Estudia la concavidad y la convexidad de f.

José Alvarez Fajardo

5. Determina los puntos de la pardbola de ecuacion
y=>5— x?
que estdn mas préximos al origen de coordenadas.

Calcula la distancia entre los puntos obtenidos y el
origen de coordenadas.
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Mates 11 Aplicaciones de las Derivadas
De ahi deducimos:
Autoevaluacion N om frMAN
1. @ @ @
a) Como esta construida con un trozo de funcién -2 0 1 2

continua y uno de funcién racional, sélo puede
ser discontinua para x = -—3 (cero del
denominador) y para x = 0 (separa-férmulas).

Veamos detenidamente en estos puntos:

x=-3
V: f(=3)=10
) 3
Ll (o) = |g] = 00

Concluimos que hay una discontinuidad de salto
infinito para x = —3.

V: £(0)=0
—0
L: lim f(z) J0=) =5 =0

f(0+)=0-e"=0
Concluimos que es continua para « = 0.
Podemos derivar cada trozo directamente:
3
(x 4 3)2

(I1—x)e ™ si

si z<0
f(z) =

x>0

Para x = —3 es claro que no hay derivada.

Para x =0, como f es continua, podemos
obtener asi las derivadas laterales:

=3 1

D.L. -0 9 3

0= (100 =1

Como no coinciden, tenemos que f no es
derivable para = = 0 (es un punto anguloso).

b) Estudiamos el signo de la derivada en [—2,2],

obteniendo:
. g , 0 _
@ O L 4 ®
-2 0 1 2

José Alvarez Fajardo

a)

Una tabla de variacién nos dard la respuesta:

X ‘ -2 0 1 2
1 2
y 2 N0 7 - N =
e e
El valor maximo es 2, que se alcanza para
r = —2,y el valor minimo es 0, que se alcanza
parax = 0.
Verticales: del estudio de la continuidad

deducimos que s6lo tiene una asintota vertical:
x=-3

Horizontales: los limites en el infinito son

. . -z -1
lim f(z)= lim - {ﬂ}
r—+00 r—+oo ¥ 400

Vaya, usemos la Regla de L'Hopital:

1 1
lim — = {—} =0

r—+oo e* 00

lim f(x) =

T——+00
Concluimos que hay dos asintotas horizontales:
y=—1 para z — —oc

y=0 para z — 400

2. Primero, derivemos dos veces la funcién:

/() = 3az® + 2bx + ¢ — f"(x) = 6ax + 2b
Para z = 1 hay inflexion asi:
f(1)=0—6a+2b=0

Como la tangente para =1 es y = -3z + 3
entonces sustituyendo obtenemos:

f1)=-3-1+43=0—a+b+c=0
Y la derivada es igual a la pendiente:
ff1)=-3—=3a+2b+c=-3

Reuniéndolo todo y resolviendo el sistema
correspondiente obtenemos:

a=3,b=-9,¢c=6

11]



Mates 11

Aplicaciones de las Derivadas

b) Como corta al eje OX para x = 1:
fA)=0—=a+b+c=0
Como pasa por el punto (—1,4):
f(=1)=— —a+b—c=4
Tiene un extremo para x = —1:
F(=1)=0—>3a—2b+c=0

Reuniéndolo todo y resolviendo el sistema
correspondiente obtenemos:

a=3,b=2,¢c=-5

a) Derivemos en primer lugar. Para z > 0 es
fl(x)=2znz+z=22nz+1)
Ceros:

-1/2 _ _—

1
NG

-1
21nx—|—1=0—>1nx:7—>x:e

Intervalos de signos de la derivada:

_ 0 +
(o, o >
0 1

Ve

De ahi deducimos la monotonia de la funcion:

N min f/
O @ >
0 1

Ve
En el esquema de monotonia apreciamos que la
funcién tiene un minimo absoluto. Calculemos:

L (1)21 1 1
r= — = _ n——-——
Ve Y Ve Ve 2e

b) El valor deberia coincidir con el limite:

e { 2 = (=
f(0) = xg%l+ (z°Inz) = [0 (—o0)]
Inx {—oo}
o 1m —— = _ prngd
=0+ 1 /a2 +o0
) 1/x x
= lim = llm —( =
z—0+ —2/1’2 z—0+ —2
= 0

c¢) Latangente para z = /e es:

v 1 (V&) =1 (V9) (o = V&)

José Alvarez Fajardo

Sustituyendo:

=23 (¢~ v0)

_¢
Y73

Simplificando

y=2x/5x—§

a) Larecta tangente para x = 1 es:
y—fQ)=f1)-(x-1)
Sustituyendo:
y—3=1-(z—-1
Y simplificando
y=x+2

b) El signo de la derivada primera lo vemos en la
gréfica:

L
3

De ahi deducimos la monotonia de f:
f/ f/

3

Como vemos, la funcién siempre crece, con lo
que alcanza su maximo absoluto para z = 4.

¢) De la monotonia de la derivada f':
7 VAR 7

@ @

1 3

deducimos el signo de la derivada segunda f”:

+ - +
O O
1 3
Asi, la curvatura de f nos queda:
fevx feev fevx
@ ®
1 3

Para * =1 y para * =3 hay sendos puntos de
inflexién, al cambiar la curvatura en ellos.
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Mates 11

Aplicaciones de las Derivadas

5. Sea P = (z,y) un punto genérico de la gréfica. Es:
y=>5-2" (L)
Queremos que la distancia de P = (z,y) a
O = (0,0) sea minima:
d=/(z—02+(y -0 = a2 +y? (F)
Para expresar la funcién con sélo una variable, lo
mds facil es despejar de la ligadura z?;

2

y=5—12> - 22 =5—y

Asi ahora ya nos queda la funcién distancia s6lo con

la variable y:
d=+b—-y+y?

Derivamos:
29 —1

25—y +y?

d =

Igualamos a cero:

1
d=0—=2y—1=0—y=~

2
Del signo de la derivada deducimos la monotonfa:
N 0 + d\ d/
® @
1 1
2 2

: 1 . . .
Concluimos que para y = 5 ©s minima la distancia,

siendo

1 1\* V19
d= 5‘5*(5) =

Vamos a hallar la x:

Asi, hay dos puntos en la pardbola cuya distancia al
origen es minima:

3 1 3 1
P:<__,_>,P:<_,_)
' V2 2) T V22
Y dicha distancia minima es

a— Y19
2

José Alvarez Fajardo
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