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Criterios de Evaluacién

Conocer el concepto de derivada de
una funcién en un punto.

Conocer el concepto de funcion
derivada y entre ésta y la derivada de
una funcién en un punto. Saber hallar
el dominio de derivabilidad de una
funcién.

Identificar a partir de la expresién
analitica o gréafica de una funcion los
puntos donde ésta es derivable y los
puntos donde no lo es (dominio de
derivabilidad)

Saber determinar las ecuaciones de
las rectas tangente y normal a la
gréfica de una funcién en un punto.

Reconocer la  relacion entre
continuidad y derivabilidad.

Saber estudiar la derivabilidad de
una funcion, particularmente las
definidas a trozos partiendo de
funciones elementales.

Conocer la regla de L'Hopital y saber
aplicarla al célculo de limites para
resolver indeterminaciones.

Conocer y saber aplicar la regla de la
cadena, asi como su aplicacion al
célculo de las derivadas de funciones
elementales..
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Mates I

Ampliacion de Derivadas

1.Funcion derivada.

Recuerda que ya en el curso anterior realizamos una introduccién a las
derivadas. Comenzamos con la definicién de derivada de una funcién en un
punto y repasando aspectos basicos.

a Definicion.

Sea f una funcidn definida en un intervalo abierto / y seaz € I.

La derivada f’(x) estd definida como sigue si el limite existe:

flz+h) = f(z)

! — 1
fi(z) = lim N
Al limite anterior también se le llama tasa de variacion de fen x.
o Ejemplo: hallemos la derivada de la funcién f(z) = z°.
Calculemos
h)? — 22 22h + h?
f'(z) = lim @h)—a® fim Sy 2z +h) =2z
h—0 h h—0 h—0

o Ejemplo: comprobemos que para f (z) = 3z es f' (z) = 3.

o QGréfica: la grafica de una funcién derivable es suave. Si una grafica para
T = xg estd rota o es angulosa, no es derivable para dicho valor.

o Ejemplo: estudiemos graficamente la derivabilidad de f siendo
x? si <1
—x+2 si z>1

flz) =

Observamos que es derivable para x # 1 pero para * = 1 no hay derivada
pues nos encontramos con un punto anguloso.

Ampliacién: calcula los limites laterales que definen la derivada para
x = 1y observa que no coinciden: jno hay derivada!

0 Notacion.
La derivada de y = f(x) para x = x suele escribirse asi:

d

f' (@o) = Df (x0) = 3 (w0)

La dltima es llamada "notacidn diferencial” y en las Ciencias Experimentales
es la mds usada, al resumir qué es la derivada e indicar las variables. Por
ejemplo, en la funcién e = % la expresién
de
v(b)=—1(5) =10
(5)=5 )

nos sefiala que la velocidad en un instante es la derivada del espacio
recorrido (e) respecto del tiempo (7).
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jAtencién! Puede ocurrir que dicho
limite no exista en algunos valores:
diremos que en ellos la funciéon no
es derivable.

Recuerda: derivable = suaaaave

Esta ultima se lee "la derivada de y
respecto de x para el valor xo". Es
una notacion debida al matematico y
filésofo Leibniz.

La velocidad se obtiene "dividiendo
un incremento infinitamente pequefo
de espacio entre un incremento
infinitamente pequefo de tiempo":

. e
o(@) = Hm o
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@ Funcion derivada. Derivadas sucesivas

Observemos que esa férmula define una funcién, que a cada valor de x le
asocia la derivada de f para dicho valor de x.

Se llama funcién derivada de la funcién f a la definida mediante Dada la funcién y=f(x) con dominio

/ D, al conjunto
z— f (x) D'={x € D : f es derivable en x}
se le llama dominio de derivabilidad.

para aquellos valores en los que es f es derivable, y se designa por f'(z).

o« Ejemplo: comprueba que la funcién derivada de f(x) = 2z es la definida
por f'(z) =2.

La derivada f’ es una funcién y, a su vez, puede intentar derivarse. A la
funcién derivada de f'se la llama derivada segunda de f y se la designa

por f".

A una funcién f podemos asociarle, derivando sucesivamente, las
funciones derivadas f', f”, f"”’,.... A éstas se les llama derivadas sucesivas
de f.

D D D D
f=f=f=f=..
o Ejemplo: Observemos las derivadas sucesivas siguientes:

f@) =222 fla)=20 2 f'x) =2 f"x) =02 ...

2.Tangente a una curva.

Ya el afio pasado estudiamos el problema de obtener la ecuacién de la recta || s
tangente a una curva. Esta cuestion lleva directamente al concepto de \ /

derivada, que se usa para definir la recta tangente a la gréfica de una funcién:

2

La tangente a la curva y = f(x) de una funcién derivable en el punto de \ /
abscisa z = xg tiene de pendiente !
m = f'(xo) .

Por ello, la ecuacién de dicha recta tangente es: B
y = flz0) = £'(@o) - (2 = 20) \ /

o Ejemplo: obtengamos la ecuacién de la recta tangente a la pardbola

y=a>—4paraz = 1. 3

v Derivamos

flz)=2> -4 = f'(z) =2

v Sustituimos

v Su ecuacion es:
y—(-3)=2-(x—1) - y=2x—-5

Observemos que la pendiente m = 2 es la derivada para dicho valor.

José Alvarez Fajardo I
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3.Continuidad y derivabilidad

Las funciones que nos encontramos son derivables para todos los valores del
dominio salvo, tal vez, en determinados puntos especiales (singularidades).

Para estudiar la derivabilidad de una funcién conviene previamente estudiar
su continuidad, porque hay una estrecha relacién entre la continuidad y la
derivabilidad de una funcién:

En la practica se usa mucho esta
propiedad a través del Illamado
contra-reciproco:

f no es continuaen x=a
Se cumple: 1
f es no es derivable en x=a

Sea f definida en un intervalo abierto I y zo € I.

f esderivableen r = xg — f escontinuaen x = x.

o Préctica: A la hora de analizar la continuidad recordemos algunos puntos
en los que puede ser discontinua una funcién: separa-férmulas, ceros del
denominador y ceros del argumento de un logaritmo.

A la hora de estudiar la derivabilidad, podremos derivar directamente los
trozos en todos los valores que no sean separa-férmulas. Y entonces
analizamos detenidamente. I

< Ejemplo: Estudiemos la continuidad y derivabilidad de la funcién

fz) =

2 —2r si <2 \ ’
r+1 si z>2 \ .

y obtengamos su funcién derivada.

(Como serfa un breve andlisis grafico sabiendo que su grifica es la 2
representada a la derecha? :

Pasemos a un estudio algebraico: T i

Continuidad: como esta construida con trozos de funciones continuas,
s6lo puede ser discontinua para * = 2 (separa-férmulas). Veamos:

T =2
VALOR: f(2)=0
lim (z* —2x) =0
7 r—2—
LIMITE: lim f(z)
T2 lim (x+1)=3
T—24

Concluimos que hay una discontinuidad de salto finito en = = 2.

Derivabilidad: como esta construida con trozos de funciones derivables,
podemos derivar directamente para x # 2:

f,(x):{ 2z — 2 s% <2

1 si x>2

Ahora, en el separa-férmulas, detenidamente:
T =2

Como no es continua, no puede ser derivable en x = 2.

José Alvarez Fajardo I
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Pero si la funcién es continua en x = xo, entonces puede ser derivable para
ese valor o puede no serlo. La siguiente propiedad nos serd de gran ayuda:

Sea f continua en un intervalo abierto I y zg € 1.

Si f es derivable para x # xo, entonces las derivadas laterales para
T = xg vienen dados por:

fllwo)= lim @), filwo) = lim f()

T—xo+

Y f sélo es derivable para = o si ambos nimeros coinciden.

o Ejemplo: Estudiemos la derivabilidad de la funcién definida mediante

f(x):{ —2x si <0

2—2x si x>0

y obtengamos su funcién derivada.

Continuidad: como estd construida con trozos de funciones continuas,
s6lo puede ser discontinua para * = 0 (separa-férmulas). Veamos:

x=0
VALOR: f(0)=0
lim (—2x)=0
LIMITE: lim f(z) { 707
20 lim (2* —2z) =0
z—0+

Concluimos que es continua en * = 0.

Derivabilidad: como esta construida con trozos de funciones derivables,
podemos derivar directamente para x # 0:

-2 s <0
/ —
f(x)_{zx—z sioz>0

Ahora, en el separa-férmulas, detenidamente:

z=0
fL(0) = h’rél —2) = -2
f continua en x =0 — /(0 Il_) B 5 5 5
f1(0) = lim (22 -2) =~
Concluimos que es derivable en este valor con f'(0) = —2.

Resumiendo:

f/() -2 si <0
xr) =
20 —2 si x>0

José Alvarez Fajardo

Esos limites laterales de la derivada
se designan por:
f'(a)yf'(a+)
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o Ejemplo: Estudiemos la derivabilidad de funcién valor absoluto:
f(x) = |z — 3|
Es facil expresarla como una funcidn a trozos:
r—3 si x>3
f(z) = { .

—x+3 si r<3

Continuidad: como esta construida con trozos de funciones continuas,
s6lo puede ser discontinua para * = 3 (separa-férmulas). Veamos:

r=3
VALOR: f(3)=0
lirg (—z+3)=0
LIMITE: lim f(z) { ©
z—3 lim (z—3)=0
r—3+

Concluimos que f es continuaen = = 3.

Derivabilidad: como esta construida con trozos de funciones derivables,
podemos derivar directamente para x # 3:

1 si
o= { 1

-1 =i

>3
T <3

Para ¢ = 3, como es continua, hallamos las derivadas laterales:
f-(3)= lim (-1)=-1
r—3—
fi3)=

Como no coinciden concluimos que no es derivable en este valor.

lim (1) =1

r—3+

4.Regla de L'Hopital

En el curso pasado estudiamos los limites de funciones y aprendimos a
calcularlos en casos sencillos. Asi, por ejemplo:

lim (2 +1)=2+1=5
T—2

Observemos: como sabemos que f (x) = 2?2 4 1 es una funcién continua el
limite para * — 2 coincide con el valor, que es f (2) = 5.

Un caso especial que estudiamos es el que sigue:
2z 2
{ = || =37
algnl x—1 {O} e

Ahora tenemos que la funcién no es continua para * = 1 pues no tiene valor
al ser un cero del denominador. En este caso el valor no proporciona
directamente el limite, pero permite averiguar cudl es. ;Lo recuerdas?
2x 2
=|=-| =+
0

Hay discontinuidad de salto infinito y por ello # = 1 es una asintota vertical.

lim
z—1x —1

José Alvarez Fajardo

Cuando una funcién es continua
pero no derivable en un valor, se
dice que tiene un punto anguloso.
Observemos el punto en la grafica
de la funcion.

Guillermo Francisco Antonio,
marqués de L'Hopital, la dio a
conocer en 1692 en un libro sobre
Célculo Diferencial. Pero se sabe
que la regla se debe a Bernoulli, que
fue quien la desarroll6 y demostro.
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También aprendimos a calcular un limite como el siguiente:
2
= =9 0
lim = [—} =7
z—32x — 6 0

En este caso tampoco hay valor y por ello sustituir no nos da directamente el
limite. Pero indica el camino para obtenerlo:

(1) Esa expresion sefiala que puede dar cualquier limite (finito o infinito)

(2) Para obtenerlo es conveniente factorizar y simplificar:

2 _
lim & 9: l,m(x+3)(x 3):h,m(:c+3):3
=32 —6 -3 2(x—3) z—3 2

La Regla de L'Hopital muestra una propiedad de las derivadas que permite
deshacer facilmente muchas de las dos primeras indeterminaciones sefialadas
y, con trucos, algunas de las dos dltimas.

Aqui un primer enunciado para limites en un punto:

Esa expresibn se denomina
indeterminacion. Las mas frecuentes

0 o0
-, —,0-00, c0—00
0" o

Sean f y g funciones derivables en el intervalo I = (a,b) con ¢'(x) # 0 si
x € I y supongamos que
lim I (@) = [O]

—|6 lim =
r—a+ g (m)

r—a+ g (;L’)

5¢ im o= 3]
Sies

lim [ (@)

entonces

f(x)

lim =

[ ()

lim =

También es valida, con ciertos
retoques:

- para limites por la izquierda

- limites sin laterales

z—a+ g (x) z—a+ ¢’ (x)

23— —4xr+4

< Ejemplo: Calculemos lim

z—1 222 — 9
i 2% — 2% — 4z +4 0 L'Hop | 322 —2x —4 3
1m = — = m ——— = ——
z—1 202 — 2 0 z—1 4z 4

1 . 5
o Ejemplo: Calculemos lim #.
r—0 x

. 1 —cosx 0] « ,, senz 0] « ,, cosx 1
lim — 3 =|=| = lim = |=| = lim = -
z—0 T 0 x—0 21 0 z—0 2 2

En (*) hemos aplicado la Regla de L'Hopital.

< Ejemplo: Calculemos, segtin los valores de la constante a el limite

,  axr —senx
IIm ————
z—0 3
1
Sol:a#1—L=0c0 |, a:1_>L:6

Fijate como puede usarse para resolver una indeterminacion [co — ocol:

José Alvarez Fajardo

Observemos que hemos aplicado
reiteradamente la regla, pues al
aplicarla la primera vez hemos
obternido de nuevo indeterminado y
estamos en condiciones de volver a
aplicarla.

Recuerda:

a#O—)%:oo
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— — CSCX |-
T

o Ejemplo: Calculemos 1im
x—0

, 1 , 1 1
lim (= —cscx|] = [oo—o0]=lim |- — =
z—0 \ X z—0 \2x sen xr

- h,m—senx—x:[g Z...=0

rz—0 xsenx

Aqui un segundo enunciado para limites en el infinito:

Sean fy g funciones derivables en el intervalo I = (a,oc)con ¢'(z) # 0

Recuerda que si k # 0:
k
IR
00
k

siz € I y supongamos que
tim L&) _ {04 iy L@ [g}
oo g(x) 0] #5%e g (@) ~ Lo
Sies
/
im L&) g
z—o0 g ()
entonces
/
S A5 B W
z—oo g(x) a—oo g (7)
Ejemplo: Calcul lm 7
o Ejemplo: Calculemos lim .
" z—+o00 22 + 1
. Inz +oo | L' Hép 1/z 1 1
lim = =" 1 T lim — = — =0
z—+oo 21 + 1 +00 T—+oo 2 z—+o0 2 400
Observa c6mo puede usarse para resolver una indeterminacién [0 - oo]:
w Ejemplo: Calculemos h’I}rl xe "
T—r+00
lim ze® = [00-0]= lim —— — |t _*
z—>+00 z—+oo eTT etoo +00
'Hé 1 1 1
z—+oo e et +oo

o Ejemplo: Comprueba tiquees lim xlnx = 0.
z—0+

jCuidado! A veces esta regla no puede aplicarse o es mejor de otra forma

o Ejemplo: Por la regla de los grados:
3+ 322 + 1 B
42 —1

lim —00.
xr—r— 00

o Ejemplo: Calculemos zEIqILloo V2 +3x —z.
(Va2 + 3z —x) - (Va? + 3z +x)

L= loed= I, N
_ 3 _[f]_ 3 15
- “lool T141 T

lim
z—+00 \/x2 + 3z + x

José Alvarez Fajardo

También es valida, con ciertos

retoques para x — —oo

Recuerda:
In(0+) = —oo y In(+00) = 400

Recuerda:
e ® =0ye"™ = +o0

Primero  hemos
dividido por el conjugado;

multiplicado y

hemos aplicado la regla de los
grados al cociente con radicales.

luego

7]
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AMPLIACION:

Hay también indeterminaciones en los célculos de funciones con base y
exponente variables: 0%, o?, 1°°.

Para resolverlas primero se halla el logaritmo del limite y luego se
deshace esto calculando la exponencial de lo obtenido.

w Ejemplo: Calculemos 11’%5r (1+z)"2/",
T—

Un célculo directo nos da L = 1~ °°: indeterminacion.

Primero hallamos el logaritmo de ese limite:

—2 —2In(1
WL = lm =2 (l+a)= lm —2m0+o) {9}
z—0+ T z—0+ T 0
* -2
= lim —/(l—i—x) = -2
r—0-+ 1

En (*) hemos aplicado la Regla de L'Hopital.
Ahora tomamos exponencial para deshacer eso:

L=¢?

5.Derivada cero.

La propiedad que sefialamos ahora la conocemos ya: en los extremos
relativos (suaves) de las curvas la recta tangente es horizontal y por ello la
derivada (su pendiente) es cero:

Sea f una funcién derivable en cada punto del interior de un intervalo 1.

Si f tiene un extremo relativo para © = x( en el interior de I entonces
f' (o) =0

iCUIDADO! La derivada también puede ser cero y no ser en un extremo.

o Ejemplo: consideremos la f(z) = 2° + 1.

Es muy ficil dibujar incluso manualmente la grifica de esa funcién
polinémica. Una sencilla tabla de valores y observar que nunca decrece.

El punto (0, 1) es un punto especial. Se le llama punto critico porque la
derivada es cero:

f'(x)=32" = f'(0) =0

La recta tangente en dicho punto es horizontal, pero no es ni un maximo
ni un minimo: la curva nunca decrece y se parece a un “rellano o
descansillo” de escalera. La gréfica tiene el perfil de una silla y el punto
seria el asiento, por ello algunos lo denominan “punto de silla”.

Este tipo de punto es muy especial es un "punto de inflexién con tangente
horizontal". La tangente es la recta horizontal y=1, que atraviesa a la
curva. Esto puede no estar de acuerdo con nuestra idea intuitiva de lo que
es una recta tangente.

José Alvarez Fajardo

Primero se halla el logaritmo del
limite: recuerda que el exponente
baja multiplicando al logaritmo de la
base.

Y luego se calcula la exponencial de
lo obtenido.

El Teorema dice:
“Extremo relativo - Derivada cero”
Pero el reciproco no es cierto, como
se estudia ahora.
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6.Teoremas del valor medio (ampliacion)

a Teorema de Rolle.

Este teorema es un caso particular del Teorema del Valor Medio. Este caso
particular lo estableci6 en 1690 Michel Rolle, matemadtico francés.

Sea f una funcién continua en [a , b] y derivable en (a, b).
Si f (a) = f (b) entonces existe al menos un punto = € (a, b) tal que
f'(x0) =0

El significado geométrico estd representado en la figura: de las hipdtesis se
deduce que la curva y = f (x) debe tener tangente horizontal para alguna
abscisa del interior y, por ello, la derivada es ahi cero.

|
|
+
|
|
|
|
|
|

a I L2 b

Una util consecuencia para acotar el nimero de ceros en un intervalo:

Sies f derivable en (a, b), entonces entre cada dos ceros de la funcion la
derivada tiene un cero.

En consecuencia, si f tiene N ceros distintos en (a , b) entonces f tiene a
lo sumo N + 1 ceros distintos en (a , b).

o Ejemplo: Probemos que z° — 3z + 1 = 0 tiene solucién tnica en (—1,1)

Es f(r) =2 -3z +1 es continua en [~1,1] con f(—1)=3 y
f (1) = —1. Por el Teorema de Bolzano la ecuacién f (x) =0 tiene al
menos una solucién en (—1,1).

Por otra parte, esa funcion es derivable en todo punto con
ff(x)=32>-3=0 = 2 =41

Como f’ () no tiene ceros en (—1,1), entonces f (x) =0 tiene como
mucho una solucién en (—1,1).

Conclusion: la ecuacién dada tiene s6lo una solucién en (—1,1).

0O Teorema de Lagrange.

Este Teorema es conocido como Teorema del Valor Medio para funciones
derivables, Teorema de los incrementos finitos y Teorema de Lagrange. Es
importante en Célculo porque muchas de las propiedades de la funciones
derivables pueden deducirse facilmente de él:

Sea f una funcién continua en [a , b] y derivable en (a, b).
Entonces existe al menos un punto xo € (a,b) tal que

f(b) = f(a)

b—a =/ (@)

José Alvarez Fajardo I



Mates I

Ampliacion de Derivadas

El significado geométrico estd representado en la figura: de las hipétesis se
deduce que la curva y = f (x) debe tener para alguna abscisa del interior una
recta tangente paralela a la cuerda que une los puntos correspondientes a
r=ayz=>,yaque:

M es la pendiente de la cuerda AB
—a
1’ (zo) es la pendiente de la tangente en © = x

o« Ejemplo: Comprobemos que la funcién f:[—1,8 — R definida
mediante f () = ¢/ no verifica las hipétesis del Teorema del Valor
Medio pero si cumple la tesis.

Observemos que la derivada de la funcion es:

1 1
1/3 -2/3
f@)=a' = @) =307 = oo
Que no existe para © = 0. Asi que la funcién no es derivable en (—1, 8).

Pero veamos que si existe el punto medio del que habla la Tesis:

f@&) —f(-1 1 1

HORVIC | YR S
8—(-1) 3 3Va?

o Ejemplo: Probemos, utilizando el Teorema del Valor Medio , que para
cualquier x > Oessenzx < .

—x=1

Aplicamos el TVM a f (z) = senz en el intervalo [0, x]:

x)— (0 senx
@ = FO) iy 50T
z—0
Teniendo en cuenta que cos g < 1:
senx
<1l—=senx<cx
T

José Alvarez Fajardo
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7.Anexo: Calculo de Derivadas

a Derivada de las funciones elementales.

Recordemos las derivadas de las funciones elementales:

« Laderivada de una funcién constante en cada punto es cero:
fla)=k 2 f(z)=0
» La derivada de la funcién identidad es constantemente 1:
f@)=a 2 f(@)=1
« Laderivada de la funcién potencial viene dada por:
f(@)=a" 2 (@) = na""

 Para derivar la funcién definida por una raiz cuadrada:

D 1
x) =+vVr — T) = ——
« Laderivada de la funcién exponencial es la misma funcién exponencial: La exponencial de cualquier base:

Da® =a*(lna)

fla)=e" 2 f(x)=e

« La derivada de la funcién logaritmo neperiano viene dada por:

1 La logaritmica de cualquier base:
1

f(z)=Inx =N f’(a:):; Dlogex =

z(lna)

« Laderivada de la funcién seno es la funcién coseno:
f(z) =senz 2 f'(z) = cosz
« La derivada de la funcién coseno es la opuesta de la funcién seno:
flz)=cosz 2 f' () = —senz
« Laderivada de la funcién arco seno viene dada por:

1
V1-—a2
« La derivada de la funcién arco coseno viene dada por:

-1
V1—a2
+ Laderivada de la funcién arco tangente viene dada por:

_ 1
1422

f(z) = arcsenz 2 f'(z) =

f(z) = arccosz 2 ' (z) =

f(xz) = arctanz Loy (x)

o Ejemplo: Dada la funcién f(x)=3, su funcién derivada es
constantemente cero: f’ (z) = 0.

o Ejemplo: Dada la funcién f (z) = z*, su derivada es f (z) = 42°.

11|
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o Ejemplo: Dada la funcién f (z) = 2°, su derivada es f (z) = 327,

o Ejemplo: Dada la funcién f (z) = 22, hallemos la derivada para = = 4:
Derivamos:  f' (z) = 2z.
Sustituimos:  f'(2) =2-4 =38.

o Ejemplo: Para derivar f () = Va3 podemos proceder asi:

3 3
9 (vx3) =9 (:B3/2) = Spl/2 = —/x Recuerda:
2 2 a™/m = Ygm
o Ejemplo: Dada la funcién f(z) = Va2, para obtener su derivada

podemos proceder asf:

3 3
G (V3) = @ (23/5) = 24=2/5 —
(V) = 9 (o) = T = L
o Algebra de derivadas
Recordemos las reglas bésicas:
Sean f y g dos funciones derivables. Entonces:
Derivada de la suma o resta: 9 (f+g) =f+4g
Derivada de constante por funcién: D (kf)=kf'
Derivada del producto: D(f-9)=f-9g+f ¢
/-, _ A
Derivada del cociente: 9 (i) = %
g g
o Ejemplo:

.@(933—:62—0—5) =322 — 2z
o Ejemplo: La derivada de la funcién f (x) = senx — cos z viene dada por
f'(x) = cosx +senw
o Ejemplo: obtengamos la siguiente derivada de un producto:
P (x-senx)=1-senx +x-cosx =senx + - cosx

o Ejemplo: calculemos f’ (1) para la funcién dada por f (z) = 2 In .
1
fl(z)=2z-nz+2> — =2z -Inz+z— f(1)=2-0+1=1
X
o Ejemplo: calculemos
1 5
2 (Bhhx)=5-—=—
X X
o Ejemplo: Si el espacio recorrido por un mévil viene dado por la funcién
e(t)=8t+5t , 0<t<10,lavelocidad en cada instante es

v(t)=¢€(t)=8+10t , 0<t<10

José Alvarez Fajardo
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o Ejemplo: Calculemos la derivada siguiente
@( 3 )_3x2(x—2)—x3-1_2x3—6x2
r—2 (x —2)° (x - 2)°

< Ejemplo: Calculemos

() @@y 2 )iy
2 —3/ B

2 2

(22 — 3) (z—3)
w Ejemplo: Obtengamos la derivada para x = 0 de f (x) = coz .
x

Primero derivamos el cociente:

l-cosz —x(—senx) cosz+ xsenx

f' (@)

cos2 x cos2 x
Y ahora sustituimos en la derivada obtenida:
140
Fo) == =1
1
w Ejemplo: Calculemos la derivada de la funcién tangente

sen x COST - COST + Senx - SencT 1
YDtanz =9 ( ) = 5 = 5

COS T (cos x) Ccos“ x

o Ejemplo: Comprueba de igual manera que
-1

Dcotx = ——
sen? x

0 Regla de la Cadena

Aun nos falta una regla que nos permita obtener la derivada de una
composicién de funciones: ;jcémo hallar la funcién derivada de

f () =sen (%) o f(z)=e>"?

Recordemos que dadas dos funciones u y v, la funcién compuesta f = uwov
queda definida mediante

f) =ulv(z)]

El siguiente resultado, que permite derivar tales funciones, tiene una
demostracion bastante complicada. Nosotros nos limitaremos a conocer
cémo se aplica en la practica con las funciones elementales que estamos
estudiando.

Es la denominada regla de la cadena, que necesitaremos para derivar
composiciones de funciones elementales:

Sean u y v dos funciones derivables. Si es
f(x) = ulv(2)]

entonces [ es derivable en cada = de su dominio y se tiene que es

f @) =u'[v(@)] v (2)

José Alvarez Fajardo

Recuerda la formula fundamental:

sen’a +cosla =1
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o Ejemplo: para derivar f(z)=sen (562), observemos que es una
composicion. Por la regla de la cadena:

f' (x) = cos (z*) - 22 = 2z cos (z?)

o Ejemplo: si f (z) = v/senx su derivada es

£ (x) = 1 cosp = 5%
~ 2y/senzx ~ 2y/senzx
o Ejemplo: si f () = cos (") su derivada es
[ (z) = —sen (&%) - e = —e” sen (e”)

o Ejemplo: si f () = In (#* 4 32 + 2), aplicando la regla de la cadena

1 2r +3
/
= — (2 -~ Te
/(@) x2+3x+2 (22 +3) x2+3x+2
o« Ejemplo: si f (z) = eVe, aplicando la regla de la cadena

1 e
f’(m):eﬁ~— _ o
2y 2/

o Ejemplo: si f (x) = arcsen (e”), aplicando la regla de la cadena

T

1 - e
= —— e = -
J1— (ex)Q V1 —e2

o Ejemplo: si f (z) = (2° + 1)5, aplicando la regla de la cadena

f' (@)

f @) =5 +1)" 322 = 1522 (a® +1)"
o Ejemplo: si f () = arctan (In ), aplicando la regla de la cadena

1 1 1

!
rH==——" - = —
/@) 1+ (nz)> = z(1+n’z)
o« Ejemplo: si f () = In (sen 2x), aplicando la regla de la cadena

2 2
CoS 2T _ 2 cot 2x

= -cos2x -2 =
sen 2x sen 2x

José Alvarez Fajardo
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7. [S/08] Sea f : R — R la funcién definida por
Ejercicios vz s ow<?2
1. [S/08] Sean f,g:R — R las funciones definidas flz)=
6—x si x>2

por

f@)=a*4ax+b , g(x)=ce ®F)

Se sabe que las graficas de f y ¢ se cortan en el
punto (—1,2) y tienen en ese punto la misma recta
tangente.

a) Calcula los valoresde a , b, c.
b) Halla la ecuacién de dicha recta tangente.

2. [S/08] Sea g: (0,400) — R la funcién dada por
g(x) =Inzx

. . 1
Justifica que la recta de ecuacién y = g:r es la recta

tangente a la grafica de g en el punto de abscisa
T =e.

3. [S/08] Sea f : R — R la funcién definida por:

ar’+3x si <2

flz) =
22 —br—4 si oz >2
a) Halla a y b sabiendo que f es derivable en R .

b) Determina la recta tangente y la recta normal a la
grifica de f en el punto de abscisa * = 3.

4. [S/08] Sea f la funcién definida, para = # 0, por
fa)=a-et

Determina las asintotas de la grafica de f.
5. [S/08] Sea f:R — R la funcién definida por
flw)=e72"

Justifica que la recta de ecuacién y = —2ex es la
recta tangente a la grafica de f en el punto de
abscisa x = —1/2.

6. [S/08] Sea la funcién f : [0,4] — R definida por

0<r<?2

x> +ar+0b si
- |

cx +1 si 2<zx<4

a) Determina a, b y ¢ sabiendo que f es continua en
el intervalo cerrado [0,4], derivable en el
intervalo abierto (0,4) y que f(0) = f(4).

b) ¢(En qué punto del intervalo se anula la derivada?

José Alvarez Fajardo

a) Esboza su gréfica.
b) Estudia la derivabilidad de la funcion.

8. [S/08] Consideremos la funcién f definida, para
x # 0 por

e’ +1

et —1

fz) =

determina las asintotas de su grafica.

9. [S/09] La recta tangente a la grafica de la funcién
f : R — R definida por

f(z) =ma® +nr—3
en el punto (1, —6), es paralela a larectay = —2x.

Determina las constantes m y n. Halla la ecuacién
de dicha recta tangente

10.[S/09] Se considera la funcién f:[1,+00) — R
definida por

fle)=Va?—z+=x
Determina la asintota de la gréafica .
11.[S/09] Calcula el siguiente limite:
” < 1 2 )
i — _
i \Inzg 22 —1
12.[S/09] Sea f:R — R definida por
1
rz—1

si <0

fz) =

22 —-3x—1 s >0
a) Estudia su continuidad y derivabilidad.
b) Determina sus asintotas y sus extremos relativos.
c) Esboza la grafica de f.
13.[S/09] Sea f:R — IR la funcién definida por
f(z)=a® |z +3
a) Estudia la continuidad y derivabilidad de f

b) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f.
Calcula sus extremos relativos (abscisas vy
ordenadas)

1
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14.[S/09] Considera la curva de ecuacion
y=a> — 3z

Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva en el
punto de abscisa x = —1.

15.[S/09] Sea f : (0, +00) — R definida por
fz)=1+Inz

1
Comprueba que la recta de ecuacién y = 1 + gx es

la recta tangente a la gréifica de f en el punto de
abscisa r = e.

16.[S/09] Sea la funcién f: (0,+00) — R definida
por

r - (Inx)?
(z = 1)

a si

fa) = si xz#1

r=1
a) Sabiendo que f es continua, calcula a.

b) Estudia la existencia de asintota horizontal para
la grafica de esta funcién. En caso de que exista,
determina su ecuacidn.

17.[S/09] Se sabe que la funcién f: R — R definida
por

—2?2+br+1 si

fe)= { ax®? —5x +2a si

es derivable. Determina los valores de a y b.

18.[S/10] Sea f : (0,4+00) — R definida por
f(z) =In (2* + 32)

r<1

r>1

a) Determina, si existen, los puntos de la grafica de
f en los que la recta tangente a la gréfica es
paralela a la recta de ecuaciéon v — 2y +1=0.

b) Halla la ecuacién de la recta tangente y de la
recta normal a la grifica de f en el punto de
abscisa = = 3.

19.[S/10] Sea f : [0,4] — R definida por:

22 4+ar+0b si
f(z) = .
cx si

0<x <2
2<x<4

Sabiendo que f es derivable en todo el dominio y
que verifica f(0) = f(4), determina los valores de
a,byc.

José Alvarez Fajardo

20.[S/10] Sea f la funcién definida como

ar?+b
a —

fz) =

a) Calcula a y b para que la grifica de f pase
por el punto (2,3) y tenga una asintota oblicua
con pendiente —4 .

para x # a

b) Para el caso a = 2,b = 3, obtén la ecuacién de
la recta tangente a la grifica de f en el punto de
abscisa © =1,

21.[S/10] Sea la funcién dada por:

e’ (xz—i—aw) si <0
f(z) = bx? + ¢

si x>0
r+1

Calcula las constantes a, b y c sabiendo que f
es derivable y que la recta tangente a la grafica de
f enel punto de abscisa © = 1 tiene pendiente 3 .

22.[S/10] Sea f: R — R la funcién definida como
fa)= @+ 1) V32

Halla las ecuaciones de la recta tangente y de la
recta normal a la grifica de f en el punto de

abscisa © = —5 y en el punto de abscisa = = 2.
23.[S/10] Sea f : (0,+00) — R definida por
flx)=Inz
Comprueba que la recta de  ecuacién
y = —ex + 1+ ¢ eslarectanormal ala gréafica de

f enel punto de abscisa = = e .
24.[S/10] Sea la funcién f: R — R definida por
fl@) =2 +4

Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de
f enel punto de abscisa = = 1.

25.[S/10] Dada la funcién f : R — R definida por:
e ” si <0

2

1—2° si O<ax<l1

fz) =

2 .
si 1<z
r+1

Estudia su continuidad y derivabilidad. Determina la
funcién derivada de f .
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26.[S/10] Calcula

eT — gSenz
lim
x—0 x

27.[S/11] Sean las funciones f,g: R — R definidas

2

1
por f(x):—1m2+4 y glz) =2*—1.

Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de
f enel punto de abscisa x = —2.

28.[S/11]Sea f:[1,4] — R lafuncién definida por

r—In(z)+a si 1<x<2

fz) =

bxr+1—1n(2) si 2<ax<A4

Calcula los valores de a y b para que f sea
derivable en el intervalo (% ,4) .

29.[S/11] Consideremos la funcion f:R — R
definida por f(x) = —22% + 3z — 1 , se pide:
Prueba que las rectas y=—z+1 e y=3z—1
son tangentes a su grafica.

30.[S/11] Considera la funcién f:R — R definida
por f(z) =4 — z?

a) [1] Halla la ecuacién de la recta normal a la
grafica de f en el punto de abscisa © = 2.

b) [1,5] Determina el punto de la gréfica en el que la
recta tangente es perpendicular a la recta
r+2y—2=0.

31.[S/12] Sea f : (0, +00) — R definida por

1
f(z) = — +In(z)

x
Determina la ecuacién de la recta tangente a la
gréafica de f en el punto de abscisa x = e.

32.[S/12] Sea la funcién f:R — R definida por

f(z) = 2% — 4z.
Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de

f en el punto de abscisa z = 1.

33.[S/12] Sea f:R — R lafuncién definida por

9 — g2

fla) ="

Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de
f en el punto de abscisa z = 1.

José Alvarez Fajardo

34.[S/12] Sea f: R — R la funcién definida por
flz)=¢e" (2> —x+1)

Calcula lim _ f(x)y xginoo f(z).
35.[S/12] Sea la funcién continua f:R — R
definida por
c+k si <0
f@ =1
5 si x>0
X

a) [1,25] Calcula el valor de k.

b) [1,25] Halla la ecuacién de la recta tangente a la
grafica de la funcién f en el punto de abscisa
z =1

36.[S/12] Sea la funcion f definida por
e

f@) = —
Estudia las asintotas de la grafica de la funcion f .
37.[S/12] Considera f : R — R definida por
f(z) = e (x —2)
Calcula las asintotas de f .
38.[S/12] Sabiendo que

siox#1

T asen(zr) — xe”
z—0 x2
es finito, calcula el valor de a y el valor de dicho
limite.
39.[S/12] Sea la funcién f: R — R definida por
fl@)=In(z*+32+3) -z

Determina la ecuacion de la recta normal a la grafica
de f en el punto de abscisa r = —2.

40.[S/12] Se considera la funcién derivable definida
por:

1+-2 & z<1

r—2

f(z) = ;
CL+% si .%'Zl

Calcula los valores de a y b.
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41.[S/13] Sea f la funcién definida por
fx)=ze/® (x>—-1,2#0)
a) [1] Calcula los limites laterales de f en x = 0.

b) [1,5] Estudia y determina las asintotas de Ia
grafica de f .
42.[S/13] Sea f:(0,+00) — R la funcién definida
por

_ 21In(z)

f(x)

Estudia y determina las asintotas de la grafica de f .
43.[S/13] Sea g : R — R definida por

xT

g(z) = -2+ 62 -5
Halla la ecuacién de la recta normal a su grafica en

el punto de abscisa © = 4.
44.[S/13] Sea f la funcién definida por

x

f(x) = — para =z>0,z#1
Inx

a) Estudia y determina las asintotas de su grafica .

b) Calcula la ecuacién de la recta tangente y de la
recta normal a la grifica de f en el punto de
abscisaxr = e.

45.[S/13] Sea f la funcién definida por

k
1@ = a1

1
parax#a,x#i

Halla a y k sabiendo que la grifica de f pasa por el
punto (0,2) y que la recta * = 2 es una asintota de
dicha gréfica.

46.[S/13] Sea g la funcién definida por

m:v3

g(z) = w2 para = #n
Halla m y n sabiendo que larecta y = 2x — 4 es una
asintota de la gréfica de g.
47.[S/13]Sabiendo que existe y es finito el limite
x cos(x) + bsen(z)

lim

z—0 ,:C3

calcula b y el valor del limite.
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48.[S/13] Sea f:(—o00,1) — R la funcién definida

por
r+2e® di <0
fz) = ,
avb—z si O<zx<l1

a) Determina a y b sabiendo que f es derivable en
todo su dominio.

b) Halla la ecuacién de las rectas tangente y normal
a la grafica de f en el punto de abscisa z = 0.

49.[S/14] Calcula a y el valor del limite siguiente,
sabiendo que es finito:

T a
oy (2~ )
z=1\z—1 Inzx

50.[S/14] Considera la funcién derivable f:R — R
definida por

et —e "

————— i <0
f@)={ o T

ar+b s x>0

a) [1,75] Calculaa y b.

b) [0,75] Halla la ecuacién de la recta tangente a la
grafica de f en el punto de abscisa x = —1.

51. [S/14] Calcula a y el valor del limite siguiente,
sabiendo que es finito:

cos(3x) — e* +ax

lim

z—0 - sen(x)

52. [S/14] Calcula

, tanx —senx
lim ———
z—0 T —senzx

53. [S/14] Calcula @ y b. sabiendo que es derivable la
funcién f : R — R definida por

a—x si <1

fz) =

b
—+Inz si x>1
T

54. [S/15] Sabiendo que el limite

ar?+br+1—coszx

lim 5
sen x

x—0

es finito e igual a 1, calcula los valores de a y b.
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55. [S/15] Calcula a y b > 0 sabiendo que es derivable

la funcién f: R — R definida por
acoszx + 2z si z<0

fz) =

a’In(x +a) + si >0

z+1
56.[S/15] Calcula a y b sabiendo que es continua la
funciéon f: R — R definida por
x—i—cosa;:—ae § 340
flx) = “
b si z=0

57.[S/15] Sea f:R — R la funcién definida por
f@)= (2> +3z+1)e”
a) Estudia y calcula las asintotas de la gréfica de f .

b) Halla los puntos de la grifica de f cuya recta
tangente es horizontal.

¢) Determina la ecuacién de la recta tangente a la
grafica de f en el punto de abscisa * = 0.

58.[S/15] Halla los valores a, b y ¢ sabiendo que la
grafica de la funcién
ax® +b

f(:n): r+c

tiene una asintota vertical en x = 1, una asintota
oblicua de pendiente 2 y un extremo local de abscisa
r=3

59.[S/16] Sabiendo que
lim In(x 4+ 1) —asen (z) + z cos (3z)

x—0 2

es finito, calcula a y el valor del limite.
60.[S/16] Calcula a y sabiendo que es finito

cos (mx) (1 4+ acos (mx))

I
750 sen (z2)
61.[S/16] Sea f la funcién f : R — R dada por
T
[0 =51

Estudia y determina las asintotas de la grafica de f .
Calcula los puntos de corte de dichas asintotas con la
graficade f .
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62.[S/16] Sea f : R — R la funcién definida por
f(z) =2? e
Estudia y determina las asintotas de la grafica de f .
63.[S/16] Sea f:R — R lafuncién definida por
f@) = |o* 4]

a) Determina los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento de f y calcula sus extremos
relativos (abscisas donde se obtienen y valores
que se alcanzan).

b) Calcula la ecuacién de la recta tangente y de la
recta normal a la grafica de f en el punto de
abscisa x = —1.

64.[S/16] Halla m sabiendo que existe y es finito el
limite siguiente:

o (e %)
lim - —
z—0 \ e —1 2x

65.[S/17] Se sabe que es
f R — R definida por

continua la funcidn

3r+ 2 si z <0
f(x)={ 2?2+2acos(xr) si 0<z<m
ax® +b si rT>T

a) [1,5] Halla los valores a, b.

b) [1] Estudia la derivabilidad de f.

66.[S/17] Calcula
: ( 1 >
lim { — —cotx
z—0 \ T

67.[S/18] Determina k£ # 0 sabiendo que es derivable la
funcién f:R — R definida por:

3—kx? si z<1
f(z) = 2 :
e si z>1
68. [S/18] Sea f:R — R lafuncién definida por
flz)=e"

Calcula la ecuacion de la recta tangente a la gréfica
de f en el punto de abscisa z = 2.
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69.[S/18] Se sabe que es continua la funcién
f R — R definida por
—xe® 1 si z <0
f(z) = re® 1 & 0<2<1
rel™ si z>1

a) Estudia la derivabilidadde fenz =0yenz =1

b) Estudia la existencia de asintotas horizontales de

la graficade f .
70.[S/18] Sabemos que es continua la funcién
f R — R definida por
ar?+br+c si <0
flz) = e* —e ™ 2z .
— si >0
T —senzx

Determina a, b y c sabiendo que f es continua,
alcanza un maximo relativo en z = —1 y la recta
tangente a la grafica de f en el punto de abscisa
r = —2 tiene pendiente 2.

71.[S/18] Sea f : R — R la funcién dada por
fx)=z+ze™™

a) Calcula la ecuacién de la recta tangente a la
grafica de f que es paralela a la recta
r—y+1=0.

b) Estudia y determina las asintotas de la grafica de
f-

72. [S/18] Calcula
. tanxz —x
lim ———
z—0  —senx

73.[S/19] Calcula a y b sabiendo que es derivable la
funcién f: R — R definida por

senz+ar—+b si <0
f(z) = 1 1
T
74.[S/19] Idem con
> —ar+2b si <0
f(z)= 1 1
@ si >0

75.[S/19] Calcula

cosx —e 2 — 2y

lim 5
x—0 sen< xr
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76.[S/19] Considera la funcién f definida por

. ar +b
= 1
f(z) 1 (cx+1#0)
Determina a, b y ¢ sabiendo que la recta z = —1 es

una asintota vertical a la grifica de f y que
y = 2x + 4 es la recta tangente a la grafica de f en el
punto de abscisa x = 1.

77.[S/20] Calcula a sabiendo que
. 1 ar — 1 7
lim — = -
z—0 \ In (1 — z) x 2

78.[S/20] Calcula a y el siguiente limite sabiendo que es
finito

lim xe” —1n(1+:125) —(a+1)x
z—0 x
79.[S/20] Se sabe que la funcién f:R — R dada por

f () =az® +ba® + cx +d

tiene un punto critico en x = 0, que su gréfica pasa
por (0,3) y que la recta y = —2z + 2 es tangente a
dicha gréfica en el punto de abscisa x = 1. Calcula
a,b,c,d.

80.[S/20]

Consideremos la funcién derivable f:R — R
definida por

e2am—4b si
-]

l1—xzlnx si

r<l1
r>1
a) [1,75] Determina los valores de a y b.

b) [1,25] Halla la ecuacién de la recta tangente a la
grafica de f en el punto de abscisa z = 2.

81.[S/20] Calcula a,b,c si se sabe que la funcién
f R — R dada por

f(z)=az®+bx® +cx — 1

tiene un punto critico en z = 2y que la recta normal

a su grafica en el punto de abscisa z =1 es
1
82.[S/21] Calcula a y b sabiendo que
lim a(l—cosz)+ bs2enac —2(e* —1)
z—0 €T

=7

o
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83.[S/21] Sea la funcién derivable f:R — R f
definida por

ar+b

fay=q *71
In(l4z) si >0

si <0

a) [1,5] Determinaa y b.

b) [1] Halla las ecuaciones de las rectas tangente y
normal a la gréifica de f en el punto de abscisa

84.[S/21] Calcula a y el limite siguiente sabiendo que es

finito:
. r+1 a
lm | —mMm— — —
a=0\In(z+1) =z

85.[S/21] Halla los coeficientes a y b sabiendo que es
continua la funcién f:R — R definida por

In (e® + 23
Q si r <0
T
flz) = 42° + a si 0<z<1
b+ sen(mz) si x>1

José Alvarez Fajardo

Distribucién temética
Continuidad y derivabilidad
7,12,13,25,35,69a
Continuidad y derivabilidad con pardmetros

3,6,16,17,19,21,28,40,53,50,53,55,
56,59,60,65,67,70

Tangente y normal

2,3,5,14,15,18,20,22,23,24,27,29, 30
31,32,33,35,39,43,44,50, 57bc, 63, 68,
Tla

Tangente y normal con pardmetros

1,9,21

Célculo de limites

11,26,34,41,52,72

Célculo de limites con pardmetros
38,47,49,51, 54 [2 pardmetros] , 64 , 66
Célculo de limites para asintotas

4,8,10,12,16,36,37,41,42,44,57a, 61,
62,69, 71b

Asintotas con pardmetros
20a,45,46,58
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T.V.M - AMPLIACION

86.[S/89]* Enuncie el Teorema del Valor Medio de
Lagrange. Pruébese que para © > 0 es:

T <ln(l+z)<uxz

Sugerencia: aplique el Teorema de Lagrange a la
funcién f(z) = In (1 + x) en el intervalo [0, z].

87.[S/89] Calcule

lim 2"~
x—0-+
88.[S/89] Enuncie el Teorema del Valor Medio e
interprételo  geométricamente. Halle el valor

intermedio de la tesis del teorema para la funcién
y = — en el intervalo 1, 2].
x

89.[S/90] Enuncie el Teorema de Rolle y demuestre que

la ecuacién x> — 3z +b =0 tiene como m4ximo
una raiz en el intervalo [—1, 1].

90.[S/90] Pruebe que la funcién definida por

3—2x si
f(z) = 1

2

0<z<1
si 1l<x<2

verifica las hipétesis del TVM en el intervalo [1,2]y
determine el valor medio (o los valores medios)
dados por el Teorema.

91.[S/90] Consideremos la funcién definida por

B x3 si
fle) = { Tr—6 si

0<z<1
l<ax<2

(Cumple las hipétesis del TVM? ;Y la tesis?

92.[S/90] Calcule
lim (l)
x—0+ \ X

93.[S/90] Determine, usando el Teorema de Bolzano y
el de Rolle cuidntos ceros tiene la funcion
y=x —e “enelintervalo [0, 1].

94.[S/91] Determine cuantas soluciones tiene la

ecuacion z = cos x en el intervalo [0, 7/2].

95.[S/91] Determine cudantas raices reales tiene la
ecuacion > + 622 4+ 15z — 25 = 0.

96.[S/92] Calcule

José Alvarez Fajardo

. 1/x

97.[S/92] Halle a, b y c para que cumpla las hipétesis
del Teorema de Rolle en [0, 4] la funcién dada por:

3 4+ axr  si
f(z)= .
br+c si

T <2
x> 2

98.[S/93] Halle a, b y ¢ para que cumpla las hipétesis
del Teorema de Rolle en [0, 8] 1a funcién dada por:

»4ar si r<3
f(z)=

br+c¢ si >3

y encuentre el punto (o puntos) correspondientes a la
tesis del teorema.

99.[S/93] Calcule los siguientes limites:

a) lim (em—i—x?’)l/m.
T—+00

b) lim (senz)™”

T—mw/2

100.[S/93] Demuestre que sélo tiene una raiz positiva la
ecuacion ze* = 2
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Calculo de derivadas

1. Obtén las derivadas sucesivas de la funcién

polinémica definida por y = z* — 32* + 5z — 7.
Idem. para la funcién exponencial y = €.
2. Consideremos la funcién f : R — R definida por
flz)=a®+4z -7
Obtengamos f(1), f/(1)y f"(1).

3. Obtén la funcion derivada de:

a) f(x) = Vad b) f(x) = %

o) f(x) =2x @ fa)=20-°

4. Obtén la derivada de los siguientes cocientes:

2 _ 2 1
L S =

2 -3
9 f(x):igtf d) f(ﬂ«"):xQ—H

5. Calcula la expresion de la funcién derivada,
aplicando las reglas de derivacion:

a) Yy =3senx —5Hcosw b) y =32%lnzx

c) y=2>+5cosx d) y=(32°+1)e”

e) y=>5e" 2z f) y=asenx

g) y=1x — arctanx h) y = rarcsenx

6. Calcula la derivada de los siguientes cocientes:

Inx senx + cosx
W f@)="77 D10 = m—cosn
¢) f(x) =tanx d) f(z) = xze_ 1
e) f(x) =secx f) f(z)=cscx

7. Deriva usando conveniente la regla de la cadena:
b)) y=vat4+zr-—1
d) y=e"""!

f) y:ln(x?’fx)

a) Yy = sen (3932 + 1)
¢) y=cos(lnz)

e) y= (2 —:1:)3

José Alvarez Fajardo

8. Deriva usando conveniente la regla de la cadena:

a) Yy = cos (:U5) b) y = arctan (xQ)

¢) y = arcsen (e”) d) y =In(senx)

e) y=sen’z Dy:COS< :82—1—1)

9. Calcula la expresioén de la funcién derivada, usando
convenientemente la Regla de la Cadena:

a) y =xsenzx

b) y = 42° In(5x)

¢) y=aler d) y=xlIn(cosx)
) 92 e5m
€) y = x”arctan | — f)y y=—
x x
+5 e”
g y=e n(2r)  hy=g——
i) y=e*"sen(x?) j) y =sen?5z

10.Deriva las siguientes funciones

a)y:am3+cm+d b)) y=br+1—1In2

s /.92 bx? + ¢
c) y=e (7 tax =
) y=e"( ) dy=——r
11.Deriva las siguientes funciones
D f@)=1+-"" b f@)=a+
D=t D=t g

O f@)=avb—z & f@) =

" Ina
12.Comprueba que la funcién y = 3senx —4cosz
verifica y’/ +y = 0.

13.0btén la derivada n—ésima de:
a) f(z) =e™
b) f(x) = -e”
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Cuestiones

1.

9.

Escribe una funcién que tenga la misma derivada en
todos sus puntos.

1
. La funcién f(z) = ~es la derivada de una funcién

F(z). {Cual?

. Escribe dos funciones cuya derivada sea funcidn

dada por y = cos z. ;Cudntas funciones asi existen?

. Escribe dos funciones que sean idénticas a sus

respectivas funciones derivadas.

. Si f es una funcién polindémica, ;cudl es la primera

derivada que es idénticamente nula?

(Es posible que una funcién sea discontinua en un
punto y derivable en é1? ;Y que una funcién sea
continua en un punto y no derivable en é1?

. La funcién s(t)=1t>—4t+3t—3,t>0 nos

proporciona la distancia de un mévil, que se mueve
en linea recta, a su punto de partida. Calcula,
indicando el significado de cada uno:

ds d?s

3(3) ) 5(3) ) E(?’)

. La grifica de la funcién y = x|z — 2| es la siguiente.

(Es derivable la funcién para = = 2?

v /

/

[S/98] Representa la grifica de la funcién
f:R — R definida por f(x) = |z + 1| y estudia
su derivabilidad.

José Alvarez Fajardo

10.Sefiala los valores = en los que f'(z) es cero,
negativa y positiva, si la grafica y = f(z) es:

~

: l
2 I

o
¥

[,
l

11.Haz un esquema que recoja, para las funciones cuyas
graficas son las siguientes:

a) los puntos en los que la derivada no existe
b) los puntos en los que la derivada es cero,

c) los intervalos de signo de la derivada

@

2

1o|
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12. Idem para y = |2 — 4|, cuya gréfica es la siguiente:

L 2

13.Dada la funcién f(z) = z°:

a) Comprueba que la tangente a su grafica en el
punto P = (1,1)eslarectay = 3z — 2.

b) Comprueba que esa recta corta a la curva en el
punto @ = (-2, —8).

14.#Calcula f(1) y f'(1) sabiendo que la recta
r:2x—y+4=0 es tangente a y = f(z) en el
punto de abscisa = 1.

15.Estudia si la recta y=x+1 es tangente a la
graficay =Inz .

16.*Obtén las tangentes a y = 2+ 1 que pasan por el
origen de coordenadas.

Nota: la pardbola no pasa por el origen.

17.[S/96] De las siguientes afirmaciones, hechas sobre
una funcién f : R — R, ;cuédles DEBEN ser ciertas,
PUEDEN ser ciertas en algunas ocasiones o
NUNCA son ciertas? Justifica las respuestas.

a) Si lim M =1 y f es continua entonces
z—0 X
J(0) =1
— f(0
b) Si lim @) = J(0) = 3 entonces f'(0) = 3
x—0 €T
— f(0
¢) Si lim M = 3 entonces y = 3z + les
z—0 €T

la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f
en el punto de abscisa x = 0.

José Alvarez Fajardo
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Autoevaluacion

1. Dada la parabola y = z2:

a) Halla la ecuacién de la recta tangente paralela a
dr+y+3=0.

b) Halla las ecuaciones de las rectas tangentes que
pasan por el punto (2,0) .

2. Obtén la funcién derivada:

a) y = -cos (z” + )

b) y=1x— e?sen(xS)
2

c) yzln(x_‘_ )
T —2
4

d) y = arcsen (—>
T

e) y = arctan (Inx)

3. Halla los valores de a y de b sabiendo que la grifica
de la funcién definida por

Fle) =25

tiene para x =1 como recta tangente
Tx+y—2=0.

4. Dada la funcién definida por

2x .
si <0
fla)=4q ©H1
rze ™ s1 x>0

a) Estudia su continuidad.
b) Analiza su derivabilidad.
¢) Obtén sus asintotas.

5. Se sabe que la funcién

cos(mx) si <2
fx) =

var+b si x>2

es derivable en todo punto. Calcula los valores a y b.

6. Se sabe que el limite siguiente existe y es finito.
Determina el valor de a y calcilalo.

(1~ 3)
lim - —
z—0 \ e —1 2x

José Alvarez Fajardo

7. Consideremos la funcién cuya gréfica y = f(x) es la

dibujada a continuacion:

Haz un esquema razonado en el que se recojan:
a) los puntos en los que la derivada no existe,
b) los puntos en los que la derivada es cero,

¢) los intervalos de signo de la derivada.

. [Ampliacién opcional] Demuestre que sélo tiene una

raiz positiva la ecuacién

ze® =2

12|
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Autoevaluacion

1.
a) Si la recta tangente: es paralela, debe tener la
misma pendiente:

dx+y+3=0—-y=—4dr—-—3 >m=—-4

Tenemos asi que la derivada en el punto de
tangencia debe ser —4:

y=a> =y =22 +20x=—4 =2
Aplicamos la férmula de la recta tangente:
y=f(=2) =1 (-2)(z+2)
Limpiando
y=—4r —14

b) Observemos que el punto (2,0) no estd en la
curva: se trata de hallar la tangente desde un
punto exterior a la curva.

La tangente para x = a es:
y—a*=2a-(z—a)[*]
Como debe pasar por (2,0), parax = 2esy = 0:
0—a*=2a-(2—a)

Limpiando y resolviendo:
a?—4a=0—a=0,a=14

Asf que hay dos tangentes. Volviendo a [*]:

a=0—-y—0=0-(z—0)—>y=0

a=4—-y—16=8-(x —4) - y=8x—16

2,
a) Derivamos un producto:

y' = cos(x? + x) — (222 + x) sen(z? + z)
b) Derivamos una resta con exponencial:
y/ -1 eren(ms) '6$2 COS($3)

¢) Recordemos antes el logaritmo de un cociente:

(ZE+2
In
xr— 2

Ahora derivamos:

. 1 1 —4

y ::1:—1—2_3:—2:3:2—4

) = (e +2) ~In(z —2)

José Alvarez Fajardo

d) Regla de la cadena para un arco seno:

4
o B P _ —4
B 4\ 2 /22— 16
- (3)
e) Regla de la cadena para un arco tangente:
1
Y= !
1+ (Inz)?  z(1+1n%2)
3. Antes que cualquier otra cosa, derivemos::

ax+b p —2a—b
o) =575 B e = s

La recta tangente es:
x+y—2=0—>y=—-7Tx+2

Recordemos que en punto de tangencia (x = 1)

1) Lacurvay la recta tangente coinciden:
fH=y(l)=-5—a+b=5

2) Laderivada es la pendiente de la tangente:

f)y=m=-7—-2a—-b=-7
Resolviendo el sistema resultante obtenemos:

a=2,b=3

a) Tenemos un trozo de funcién continua y uno de
funcién racional, asi la funcidén sélo puede ser
discontinua para x = 0 (separa-férmulas) y para

x = —1 (cero del denominador). Veamos:
z=0
V:  f(0)=0
2x
im =
L: lim f(z) { =70~z +1
z=0 m (ze™™) =0
z—0-+

Concluimos que es continua en x = 0.

r=—1
V:f(=1)=10
, -2
L lim, /(@) = | ] = o0

Discontinuidad de salto infinito en 2 = —1.

13|
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b) Podemos derivar cada trozo directamente:

2
—_— si z<0
=] @+i?
(I1—-x)e ™ si >0
Para x = —1 no hay derivada, pues siquiera es
continua. Estudiemos detenidamente la

derivabilidad para z = 0:

Como f es continua, podemos obtener asi las
derivadas laterales:

2

! = 1’[[] _—_— 2
D.L 20)=lg (z +1)2
Y — { —_ -z —
fi(0) = lim (1—=z)e 1

Como las derivadas laterales no coinciden,
tenemos que f no es derivable para © = 0 (es un
punto anguloso).

¢) Veamos sus asintotas.

Verticales: del estudio de la continuidad
deducimos que sélo tiene una asintota vertical:

r=-—1
Horizontales:
2z
If = I =2
AP f0) = g wem =[0-o)

Vaya, usemos la Regla de L'Hopital para esa
indeterminacion:

, T 00 3 1 1
lim —z[—}: Im —=|—|=0
z—+o0 ¥ 00 z—r+oo e* 00

Concluimos que hay dos asintotas horizontales:
y=2parar — —o0
= 0 parax — 400
5. Al ser derivable en todo punto, es particularmente

continua en x =0. Asi, los limites laterales
coinciden:

lim vVar+b—2a+b=1

lim cos (7x) = n
T—r

rz—0—

Podemos derivar directamente:

—msen (mx) si <2

ff(x) = a
2vaxr +b

si x>2

José Alvarez Fajardo

Como es derivable para x =2, las derivadas

laterales coinciden:

9 — Tim — —
f'(2-) xl;rg_ msen (mx) =0

D.L. fas) = 1t a a
= l11m =
=24+ 2v/axr +b  2v/2a+Db
Igualando:
a

=0—>a=0

2v2a + b
Sustituyendo en 2a + b = 1 obtenemos b = 1.
Resulta, pues:
a=0,b=1
6. Tenemos

2x — -1
I — lim x —ale )_[0}

2¢(er—1) L0
Aplicando la Regla de L'Hopital:

3 2—ae” 2—a
L = lim =
z—0 2x e +2e% —2 0

Debemos distinguir aqui dos casos:

Sia # 2 ese limite es I = +00.

Si a=2 tenemos una indeterminacién que
resolvemos aplicando otra vez L'Hopital:

0 —2e” -2 1

[o} P50 2z e 14et | 4 2

7. Tenemos en cuenta:
« que la derivada no existe en el punto anguloso

« que la derivada (si existe) es cero en los extremos
relativos

e que si la funcién crece la derivada es positiva y
que si decrece la derivada es negativa

Asfi el esquema de la derivada es:
+ 0 -

%]
@ O
x=-2 x=0

+

14|
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8. Laecuacion ze” = 2 equivalea ze” —2 = 0.

Lo que se pide es lo mismo que probar que la
funcion definida por f (z) = xe® —2 tiene sélo una
raiz positiva.

En primer lugar, f es continua y derivable en todo
punto. Por ello lo es en cualquier intervalo.

Ahora observemos que
f(0)=-2<0
f(l)=e—-1>0

Por el Teorema de Bolzano, aplicado al intervalo
compacto [0,1], deducimos que f(x) tiene algin
ceroen (0,1). [*]

Ahora vamos a usar el Teorema de Rolle para acotar
el nimero de raices positivas:

ff(e)=e"(1+2)=0 = z=-1

Asi que f’ (x) no tiene ceros en (0, +00) y, por ello,
f (x) tiene a lo sumo un cero en este intervalo [**].

De [*] y [**] se tiene que f (x) tiene exactamente un
cero positivo -como queriamos demostrar-.

15|
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