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Mates 11 Espacio Afin

Enunciados

EJERCICIO 1 [S/96]
Considera los puntos A = (2,—-1,-2)y B=(—1,—-1,2).

Determina los puntos del segmento AB que lo dividen en tres segmentos iguales.

EJERCICIO 2 [S/96]
Discute, segtin los valores de a la posicidn relativa de la recta 7 de ecuaciones
2 + 2y + (a+1)z = 3
. { - + Yy + z = 1

respecto del plano ax + 2y + 3z = 3.

EJERCICIO 3 [S/96]

Dados los planos de ecuaciones

x + 2z = 3
3r + y + =z = -1
20 — z = =2

r — Yy 4+ Az = =5

determina el valor de A para el que los cuatro planos tienen un sélo punto comiin y calcula dicho punto.

EJERCICIO 4 [S/97]

a) Define lo que son vectores linealmente independientes en R3.
b) Prueba que los vectores 4 = (2,—1,0)y ¥ = (1,0, 1) son linealmente independientes.

¢) Halla el valor de ¢ para el cual el vector W = (8, —5,t) depende linealmente de @ y v

EJERCICIO 5 [S/97]

Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto A = (1,1,2) y es paralelo a las rectas r y s dadas por:

T —2 z+1 20 —y+ 2= -2
: = , S
—r+y+3z=1

EJERCICIO 6 [S/97]
Determina la ecuacion del plano que contiene al punto P = (2,0, 1) y a la recta de ecuaciones

.x—l z—2
' 3
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Mates 11 Espacio Afin

EJERCICIO 7 [S/97]

Considera el punto P = (1,0, —1) y la recta de ecuaciones

S x+y=0
T‘{z—l:o

Determina el plano que pasa por P y contiene a la recta .

EJERCICIO 8 [S/98]

Dados los puntos A =(1,0,1), B=(0,0,—1), C = (3,a,/3), determina, si es posible, o y B de forma
que los tres puntos estén alineados.

EJERCICIO 9 [S/98]

Los tres planos cuyas ecuaciones son, respectivamente,

z + 2y + az
2 + y + az = 0
3x 4+ 3y — 2z

se cortan en una recta. ;Cudnto vale a?

EJERCICIO 10 [S/98]

Sean r y s las rectas dadas por

z + y — 1 =0 3. — 2y — 3 =0
T , S
2c — y + 2z =0 2 4+ y = 0

Determina la ecuacién de un plano que contenga a 7 y sea paralelo a s.

EJERCICIO 11 [S/98]

Considera el sistema de ecuaciones lineales

2 — y + z = 3
r -y + z = 8
3r — y + mz = —2m

1) Determina si existe y, en ese caso, calcula el valor del pardmetro m para el que los tres planos
determinados por las ecuaciones de sistema se cortan en una linea recta.

2) Halla la ecuacién del plano que contiene a la recta determinada en el apartado anterior y pasa por el punto
(2,1,3).

EJERCICIO 12 [S/98]

Averigua razonadamente si el punto P = (2,2, 1) se encuentra o no entre los planos cuyas ecuaciones son:

m:x—2y+2+3=0 , m:izx—2y+2—-4=0
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Mates 11 Espacio Afin

EJERCICIO 13 [S/99]

Un objeto se mueve en el espacio siguiendo una linea recta cuya direccidon viene dada por el vector
= (1,2,—1). En su movimiento, dicho objeto pasa por el punto A = (2,1,2).

Calcula los puntos de corte la trayectoria del objeto con los planos coordenados.

EJERCICIO 14 [S/99]
Sea 7 el plano de ecuacién 7 : 3z — 2y — 6z = 1 y sea r la recta dada por
r:(x,y,z)=(1,0,1)4+X(2,-1,1)

(Como averiguarias si son paralelos? Comprueba si lo son.

EJERCICIO 15 [S/99]

Considera el plano 7 y la recta r dados por

mrar+2y—4z2+b=0 , r: = =

Halla los valores de a y b para los que 7 estd contenida en 7.

EJERCICIO 16 [S/99]

Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P = (1,0,2) y corta a las rectas dadas por

2r + 6y + 2 = 0
=y+2=2z , s:
y + 2z = 0

EJERCICIO 17 [S/99]
Un paralelogramo cuyo centro es M = (g .3, 4) tiene por vértices A = (1,2,3)y B = (3,2,5).

Halla las coordenadas de los otros vértices.

EJERCICIO 18 [S/01]

Calcula a sabiendo que los planos
ar+y—T72=-5 , x+2y+a’z=38

se cortan en una recta que pasa por el punto A = (0,2, 1) pero que no pasa por el punto B = (6, —3,2).

EJERCICIO 19 [S/01]
Considera los tres planos siguientes:
m:x+y+z=1 , m:z—y+2z=2 |, m3:3x+y+3z2=95

(Se cortan los dos primeros? ;Hay algin punto que pertenezca a los tres planos?
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Mates 11 Espacio Afin

EJERCICIO 20 [S/02]
Considera los puntos

A=(1,1,1),B=(2,2,2),C=(1,1,0), D=(1,0,0)
a) Halla la ecuacion del plano que contiene a los puntos A 'y By no corta a larecta C'D .

b) Halla las ecuaciones de la recta determinada por los puntos medios de los segmentos AB y CD .

EJERCICIO 21 [S/02]
Seam:3x—y+22=0.

Halla la ecuaci6n del plano 71 que es paralelo a 7y pasa por el punto P = (1, —2,2).

EJERCICIO 22 [S/02]

Calcula la ecuacion de una recta que pasa por el punto de interseccion del plano 7 : x +y — 2 = 6 con la

recta s : g =1y —2=2z+1yes paralela a la recta
3z + y = 4
r:
dr—3y+2z = 1

EJERCICIO 23 [S/02]

Sabiendo que las rectas siguientes se cortan, determina a y el punto de corte.

r+y—2z = 1 r—2y—z =
T , §:
Tr—y = 2 2x +z =
EJERCICIO 24 [S/02]
Considera la recta 7 y el plano 7 siguientes
T + z=a
T { , m:2r—y=2>o
y—az=1

Determina @ y b sabiendo que la recta esta contenida en el plano.

EJERCICIO 25 [S/03]

Se sabe que los puntos A =(1,0,—1) , B=(3,2,1) , C =(-7,1,5) son vértices consecutivos de un
paralelogramo ABCD.

Calcula las coordenadas del punto D.

EJERCICIO 26 [S/03]

x4+ y+z = =2
Considera el punto P = (—2,3,0) y larecta r : { Y }

20 —2y+2 = -1

Halla la ecuacién del plano que pasa por P y contiene a la recta r.
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EJERCICIO 27 [S/03]

Estudia la posicion relativa de la recta r y del plano 7 cuyas ecuaciones son, respectivamente, las siguientes:

€Tr = t r =«
r:q y= t (teR) , w:q y=« (o, €R)
ZZO z = /8

EJERCICIO 28 [S/03]

Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto (3,1, —1), es paralela al plano 3z —y + z = 4 y corta a
la recta interseccion de los planos ¢ + 2z =4y x — 2y + z = 1.

EJERCICIO 29 [S/03]

Se sabe que el plano 7 corta a los semiejes positivos de coordenadas en los puntos A, By C, siendo las
longitudes de los segmentos OA, OB y OC' de 4 unidades donde O es el origen de coordenadas.

Halla la ecuacién del plano 7.

EJERCICIO 30 [S/03]

. r—=3y+ 2z = 0
Considerael planom: z —2y +1 =0y larecta r: .

r— y+az = -2

Halla el valor de a sabiendo que la recta est4 contenida en el plano.

EJERCICIO 31 [S/04]

Considera el punto, la recta y el plano dados por
_Jrx—-2y+2z = 0 _ o
A(0,1,-1) r:{ op— x — 4 T=r—2y—z2=2

Halla la ecuacion de la recta s que pasa por A, es paralela a 7y cortaar.

EJERCICIO 32 [S/04]
Considera los puntos P(6,—1,—10), Q(0,2,2)y R, que es el punto de interseccién del plano y de la recta

T=2x+Ay+2-2=0, rz{ rry+z-1=0

y=1
Determina A sabiendo que los puntos P, @) y R estdn alineados.
EJERCICIO 33 [S/04]
Considera el plano y la recta definidos por
=14+ A
T=2x4+y—24+7=0 , r=< y=14+2A
z=1+3\

(Hay algin plano paralelo a ™ que contenga a la recta 7? En caso afirmativo determina sus ecuaciones.
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EJERCICIO 34 [S/04]

Las rectas r y s definidas a continuacién contienen dos lados de un cuadrado:

:{x+y—2:O S:{:L’+y—6:()
Tl 22 +2y4+2—4=0 ’ T lx4+y—2—-6=0

Halla Ia ecuacién del plano que contiene al cuadrado.
EJERCICIO 35 [S/04]

Sean los puntos A(1,2,1), B(2,3,1), C(0,5,3), D(—1,4,3).

Prueba que los cuatro puntos estdn en el mismo plano. Halla la ecuacién de dicho plano.
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Mates 11 Espacio Afin

Soluciones

EJERCICIO 1 [S/96]
Sean P y () esos puntos:
ﬁ:%ﬂ% = P:A+%ﬁ:(2,—1,—2)+ (—3,0,4)= = P = (1,—1,—2)

1
3
@:;ﬁ = Q:A+§ﬁ:(2,—1,—2)+§(—3,0,4):—> Q:(o,—1,2>

EJERCICIO 2 [S/96]

Estudiaremos el sistema formado por las ecuaciones que definen la recta junto con la que define al plano:

20 + 2y 4+ (a+1)z = 3 2 2 a+1]|3
T -z + y + z =1 - A=|-11 1 |1
ar 4+ 2y + 3z = 3 a 2 3 |3

Observemos los menores:

2 2 rlamos
AQ:‘ 40 2rlamos, Al = —a+2

-1 1

1 2|a+1
-1 1 1
a

1 2|3
=—a*—a+6,A2=| -1 1|1
a 2 3

Veamos cudndo es cero el determinante de los coeficientes:
det(C)=—a’*—a+6=0 - a=—-3,a="2
Casol:a#2ya# —3.
Como det(C') # 0:
1g(C) = rg(A) = 3

S es compatible determinado y, por consiguiente, la recta y el plano son secantes (en un punto que es la
solucién del sistema).

Caso2:a = —3.
Aqui tenemos

1g(C) = 2 # rg(A) = 3
S es incompatible y, por consiguiente, la recta es paralela al plano.
Caso 3:a = 2.
Aqui tenemos

rg(C) =rg(A) =2<3

S es compatible indeterminado con 3 — 2 = 1 pardmetro y, por consiguiente, la recta estd contenida en el
plano.
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EJERCICIO 3 [S/96]

El sistema deberd ser compatible determinado y entonces la solucién serd el punto comiin a todos los planos.

Observemos los menores:

1 0 2 1 0 2 3
orlamos 3 1 1|-1

Dg=]3 1 1|40 2% Ay=f 0 0 | T, | =—180—36
02 -1 T -1 3% -5

Veamos cudndo es cero la matriz ampliada:
det(A) = —18A\ =36 =0 — A= -2
Caso 1: A # =2,
Como det(A) # 0:
1g(C) = 3 # rg(A) = 4
S es compatible determinado y, por consiguiente, los planos no tienen ningtin punto en comun.
Caso2: A = —2.
Aqui tenemos
rg(C) =rg(4) =3
S es compatible indeterminado y, por consiguiente, los planos se cortan en un punto.
El sistema equivale al formado por las tres filas que forman Az y podemos resolver por Cramer:

(r,y,2)=(-1,0,2)

EJERCICIO 4 [S/97]

b) Es facil observar que sus componentes no son proporcionales y por ello son independientes:

2, -1
1770
c¢) Si los tres son dependientes entonces el determinante de sus componentes es cero:
2 -1 0
detf,7,w]=1 0 1|=0—>t+2=0 —>t=-2
8 —5 ¢t

EJERCICIO 5 [S/97]

Los vectores directores de las rectas son paralelos al plano. Vamos a obtenerlos:

r—2 z+1 .
T =Y= 3 - U,=(-1,1,2)
5 5 r=—-1—4\
rT—Yy=—2a— 2 z= —
s Y =N sl y= —T7A — Uy =(—4,-7,1)
—r+y= 1-3z2 N
z
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Mates 11 Espacio Afin

Asi, el plano estd determinado por el punto A = (1,1,2) y los vectores de direccién 0, = (—1,1,2) y
U = (—4,-7,1):

r—1 y—1 z-2
-1 1 2 =0 — 15z —-Ty+112—-30=0
—4 -7 1

EJERCICIO 6 [S/97]

Ante todo, observemos que si la recta estd contenida en el plano, su punto P, = (1,—3,2) estd en el plano y
su vector director 7. = (2,1, 3) est4 en la direccion del plano. Asi tenemos para el plano:

Punto: P=(2,0,1).
—
Vectores directores: PP, = (—1,-3,1), 9. = (2,1, 3).
Su ecuacion es:
x—2 y z—1
-1 -3 1 =0

Desarrollando y simplificando:
—10x+5y+524+15=0— 2z4+y+2+3=0

EJERCICIO 7 [S/97]

Pasamos la recta a paramétricas y asi observamos facilmente un punto y un vector director de ella:

r= —A
r{ji_?{:g y:’\} s Yy = A - P.=(0,0,1), ¢.=(-1,1,0)
z=1

Asi para el plano solicitado tenemos
Punto: P=(1,0,-1).
o
Vectores directores: PP, = (-1,0,2) , ¢, =(—1,1,0).
Su ecuacién es:

r—1 y 241
-1 0 2 =0 - 2x—-2y—2z+1=0
-1 1 0

EJERCICIO 8 [S/98]

Los tres puntos estdn alineados precisamente cuando los vectores Aﬁ, AZ% son dependientes (sus
componentes son proporcionales):
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EJERCICIO 9 [S/98]

El sistema deberd ser compatible indeterminado con solucién dependiente de un pardmetro (la recta
interseccion). La matriz ampliada del sistema es:

Observemos los menores:

1 2 orlamos 1
Dg=| ) [ [#0 TS A=

w
w

Veamos cuédndo es cero la matriz de determinantes:
det(C) =6a+6=0 — a=—1
Casol:a # —1.
Como det(C) # 0:
1g(C) = rg(A) = 3
S es compatible determinado y, por consiguiente, los planos son secantes en un punto.
Caso2:q = —1.
Aqui tenemos
rg(C) =rg(4)=2<3

S es compatible indeterminado con 3 — 2 = 1 pardmetro y, por ello, los tres planos son secantes en una recta

EJERCICIO 10 [S/98]

Pasamos las rectas a paramétricas y asi observamos facilmente un punto y un vector director de ellas:

= 1—- A
) r+y+1=0 y=A ] . _ _ Lo
T'{2x—y+z=0 — r:g y= A - P.=(1,0,-2), 9, =(-1,1,3)
z=—-2+3A
3z —2y=3 T= 37
. T —ay = z=X ) _ S

{21’+ y:O E— T Yy = 6/7)\ — Vs (03071)

z =

Como el plano contiene a la recta, es P, un punto y ¥, un vector director del plano. Y al ser s paralela
también es ¥Us un vector director para el plano. Asi, tenemos

Punto: P.=(1,0,-2).
Vectores directores: ¥, = (—1,1,3) , ¥ = (0,0,1).
Su ecuacioén es:

xr—1 y z+2

-1 1 3 |=0—=a+y—1=0
0o 0 1

José Alvarez Fajardo 1 OI



Mates 11 Espacio Afin

EJERCICIO 11 [S/98]

1) El sistema deberd ser compatible indeterminado con solucién dependiente de un pardmetro (la recta
interseccion). La matriz ampliada del sistema es:

2 -1 1] 3
A=[1 -1 1| 8

3 -1 m| —2m

Observemos los menores:

5 1 2 —1] 1 2 -1 3
Ay = 40 2lemos, AL 1| 1 |=-m+1, A2= ~1 8 | =2m—2
b= 3 -1 m 3 -1 -2m

Es fécil observar que los dos orlados son cero cuando m = 1. Asi, distinguimos
Caso 1: m # 1.
Como det(C) # 0:
rg(C) =rg(A) =3

S es compatible determinado y, por consiguiente, los planos son secantes en un punto.
Caso 2: m = 1.
Aqui tenemos

rg(C) =1rg(A) =2<3

S es compatible indeterminado con 3 — 2 = 1 pardmetro y, por consiguiente, los tres planos son secantes
en una recta

2) De nuevo la ecuacién de un plano que contiene a una recta y pasa por un punto. Obtengamos primero las
ecuaciones paramétricas de la recta resolviendo el sistema para m = 1.

rT=—75

y=-—134+ A - P.=(-5,-13,0), ¥, =(0,1,1)

z = A

J 2r—y+2=3 2=\
T'{ rT—y+2=38

Ante todo, observemos que si la recta estd contenida en el plano, su punto P, estd en el plano y su vector
director ¥, esté en la direccion del plano. Asi tenemos para el plano:

Punto: P=(2,1,3).
Vectores directores: (0,1,1) ﬁ (7,14,3).
Su ecuacioén es:
r—2 y—1 2-3
0 1 1 =0 —- —1lz+7y—72+36=0
7 14 3
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EJERCICIO 12 [S/98]
Averigiiemos razonadamente si el punto P = (2,2, 1) se encuentra o no entre los planos:
m:x—2y+z+3=0 , m:x—-2y+z2—4=0
Tomamos el punto P; = (—3,0,0) de 7 y lo sustituimos en 7a:
P— m:-3-2-0+40-4=-7<0
Tomamos el punto P, = (4,0,0) de 72 y lo sustituimos en 7y:
P m:4-2-0404+3=7>0
Asti, los puntos que estdn entre ambos planos son los que verifican
T—2y+2+3<0 vy z2—2y+2—-4>0

Es facil observar que P = (2,2,1) cumple ambas condiciones, de donde concluimos que dicho punto estd
entre los dos planos.

EJERCICIO 13 [S/99]

Es evidente que la trayectoria del objeto es la recta

r=24+ t
r:¢ y=142¢
z=2— 1t

Corte con el eje XY:
2=0 22225 2 t=0 »t=2+5 P(4,5,0)

Corte con el eje XZ:

y=1+2t
A Y

y=0 1+2t=0 —t=-05+>Q(1.5,0,2.5)

Corte con el eje YZ:

r=0 22 94 t=0 5t=-2 5 R(0,-3,4)

EJERCICIO 14 [S/99]
Una forma rdpida es usar la condicién de paralelismo entre recta y plano, que en nuestro caso queda:
avy +bvg +cv3 =324 (=2) - (=1)+(=6)-1=6+2—-6+#0

Asi, la recta y el plano son secantes (no son paralelos)

EJERCICIO 15 [S/99]
Deben cumplirse dos condiciones:
Condicién de paralelismo: avy +bva+cv3=0—40a—-8—-4=0—a=3.

Cualquier punto de r estd en 7: P.=(3,1,-3)emr—3-3+2-1-4-(-3)+b=0—0b=23.
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EJERCICIO 16 [S/99]

Llamemos ¢ a la recta que pasa por P y que corta a las rectas 7 y s.

Como larecta t pasa por Py es secante con 7 estd en el plano determinado por el punto P y la recta .
Como la recta t pasa por Py es secante con s estd en el plano determinado por el punto P y la recta s.
Asf larecta t es la interseccion de los dos planos anteriores.

Pasamos la recta s a paramétricas antes de comenzar:

z=—1—06A
{ 2“6?;::32 =Nl y= —an 5 Po=(-1,0,0), % = (~6,-2,1)
( z= A
Plano 7 que pasa por Py contiene a 7
Punto: P=(-1,0,2)6P. =(0,-2,0).
—
Vectores directores: ¥, = (3,1,1) , PP, = (-1,-2,-2).

Su ecuacion es:

z—1 Yy z—2

simpli ficando

3 1 1 =0 Yy—z=-2
-1 -2 =2
Plano w5 que pasa por Py por la recta s:
Punto: P=(-1,0,2)6Ps=(-1,0,0).

—
Vectores directores: 05 = (—6,—-2,1) , PP, =(—2,0,-2).

Su ecuacion es:

simplificando

-6 -2 1 =0 20 — Ty — 2z = =2

La recta pedida es:
‘. y— z2= -2
| 22— Ty — 2z =2

Es fécil observar que M no es el punto medio del segmento AB. Asi que A y B forman un lado. Llamemos
A" al vértice diagonalmente opuesto de Ay B’ al de B.

EJERCICIO 17 [S/99]

Se tiene:
At A
+2 —M A =2M—A=(3,6,8)—(1,2,3) = A' = (2,4,5)
B+ B
J; — M A =2M-B=(3,6,8)—(3,2,5) = B' = (0,4,3)
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EJERCICIO 18 [S/01]

La recta r es la interseccién de ambos planos es:

ar+ y— Tz=-5
T
r+2y+az= 8

Si A=(0,2,1)estd en la recta verifica ambas ecuaciones. Al sustituir obtenemos que debe ser:

—5=-5
T
4+a?>=8—a=+2

Sies a = 2 al sustituir B = (6, —3,2) en ambos obtenemos:

12-3-14=-5
T —Ber
6-6+8=28
Sies a = —2 al sustituir B = (6, —3,2) en ambos obtenemos:
—12-3—-14# -5
T 7 —Bé¢r
6—-6+8=28
Concluimos asf que debe ser ¢ = —2 para que A esté en r pero B no.

EJERCICIO 19 [S/01]

Consideremos primero el sistema formado por los dos primeros:

z+y+z=1
T—y+z=2

Es evidente que rg(C) = rg(A) = 2 < 3 de donde tenemos que es compatible indeterminado con 3 — 2 = 1
parametro. Esto quiere decir que son dos planos secantes en una recta.

Consideremos ahora el sistema formado por los tres planos ahora. La matriz ampliada del sistema es

Observemos los menores:

1 1 1)1 1 1)1
AQ _ X ) # 0 orlamos A% _ 1 ~111 =0 , A% _ 1 —-112 75 0
a 3 1 3 3 1 5

Aqui tenemos
1g(C) = 2 # rg(A) = 3

S es incompatible, lo que viene a decir que los tres planos no tienen ningdn punto en comun.
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EJERCICIO 20 [S/02]

a) Si el plano 7 contiene a los puntos A y B y no corta a la recta CD, tenemos que la recta AB estd
contenida en el plano y la recta C'D es paralela al plano.

Punto: A=(1,1,1).
Vectores directores: zﬁ (1,1,1) @ (0,—1,0).
Su ecuacién es:
r—1 y—1 2z-1
1 1 1 =0
0 -1 0

simpli ficando

r—2z2z=0

b) Calculemos los puntos medios de los segmentos AB 'y CD :

A+ B
m=2F L m= (323

27272
C+D ( 1 )
2 % ?27
W 1 2 3
La recta que pasa por ellos tiene como vector director M N = (—5 T3 —§>, asf es:
r—15 y—15 2z-15
MN : = =
1 2 3

EJERCICIO 21 [S/02]
El plano m; serd
3r—y+2z2=d
Como pasa por el punto P = (1,—-2,2):
P=(1,-2,2) » m:3424+4=d - d=9
Quedando:
3r—y+22=9

EJERCICIO 22 [S/02]

Hallamos primero la interseccién de la recta s: 3= y—2=z+1conel plano t:x+y—2=6y
pasamos la recta r a paramétricas:

=BA,24+ A, =14+ —» m:3A+24+A+1-A=6 - A=1+— P;,=(3,3,0)

x = I
3 + = 4 =
I X y z=r, y= 4— 3pu - U,=(1,-3,-13)
dr—3y+2z = 1
z=13—13u

Asi, la recta que pasa por el punto de interseccidn y es paralela a 7 tiene de ecuacion:
r—3 y—3 =z
1 -3 13

t:
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EJERCICIO 23 [S/02]

Sabiendo que las rectas siguientes se cortan, determina a y el punto de corte.

z+y—z = 1 r—2y—2z = a
T , S
T —y = 2 2z +z = a

Pasamos r a paramétricas haciendo * = A y sustituimos en s:

T = A
A=2(=2+A)—(=34+2)\)=a
r:¢ y=-2+4 A R
2\ =3+2 A =a
z=-=3+2\
< e 10
Igualando éstas dltimas: —3IA+T7T=4\A-3 = A= x
. 10 19
Sustituyendo sacamos a: 4-——-3=a = a= -
. . 10 0 4 1
El punto interseccion es: A= — — 7 = <_ N >
p 7 r ($ ) y Y Z) 7 ) 7 ? 7
EJERCICIO 24 [S/02]
Pasemos primero la recta 7 a paramétricas:
n r=a— A
x z=a =
T { T2, y=14al
y—az=1
z= A
Deben cumplirse dos condiciones:
Condicién de paralelismo: avi +bvgs+cv3=0— —-2—a+0=0—a=-2.
Cualquier punto de 7 estd en 7: P.=(a,1,0) » m:2a—1=b A=2 p= 5.

EJERCICIO 25 [S/03]
Si son vértices consecutivos entonces:
BA=CD = D-C=A-B = D=C+A—-B
Operando:
D=(-9,-1,3)

EJERCICIO 26 [S/03]

z= 143\

r+ y+z = =2 y=A
Yoyt = —1 v= A
Y 2= —=3—4\
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Como la recta estd contenida en el plano, tenemos para éste:
Punto: P=(-2,3,006P.=(1,0,-3).

|

Vectores directores: U, = (3,1,—4) , PP, =(3,-3,-3).
Su ecuacidn es:
x+2 y—3 z
3 1 -4 |=0 = dz+y+42+7=0
3 -3 -3

EJERCICIO 27 [S/03]

Hallamos la ecuacién general del plano:

r oy z
1 1 0|=0—2—-—y=0
0 0 1

Sustituyendo un punto genérico de la recta en el ésta:
P.=(t,t,0) » m:t—t=0 —-0-t=0 —t cualquiera

Concluimos que la recta estd contenida en el plano.

EJERCICIO 28 [S/03]

Pasamos primero la recta cortada, que llamaremos s, a paramétricas:

8
I

N &~

x +2=4 I
S —
z—2y+z=1

w
|
>

Meétodo 1 (punto genérico): desarrollado

Llamemos 7 a la recta pedida: pasa por (3,1, —1) y corta a s en un punto desconocido P, = <4 - A, g , A).

—
Como 7 es paralela al plano 3z —y + 2z =4y AP, = (1 — X,0.5, X+ 1) es un vector director de ella, por
la condicién de paralelismo entre recta y plano:

3-(1-A)—05+A+1=0—\=175
Asi, r pasa por (3,1, —1) y tiene como vector director a (—0.75,0.5,2.75):

=3 y—1 =z+1
" To75 T 05 275

M¢étodo 2 (constructivo): sélo esbozado
En primer lugar obtenemos el plano 7’ paralelo a 7 por el punto A = (3,1, —1).

En segundo lugar hallamos el punto interseccién, que llamamos B, de 7’ con la recta s.

La recta que pasa por A, corta a sy es paralela a 7 es la recta AB.
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EJERCICIO 29 [S/03]

Usaremos la ecuaciéon segmentaria

cona=b=c=4:
T
4

<

+—+Z:1—>m+y—|—z:4

o

EJERCICIO 30 [S/03]
Método 1 (Discusién de sistema)

Unamos la ecuacién del plano con las dos ecuaciones que determinan la recta. El sistema deberd ser
compatible indeterminado con solucién dependiente de un pardmetro (la propia recta 7). La matriz ampliada
del sistema es:

r—2y = —1 1 -2 0|—1
S:d 2-3y+ 2 = 0y > A=[1 -3 1| 0
r— y+az = -2 L =1 a|=2

Observemos los menores:

. 1 -2 1 1 —2]-1
A2:| £ damos, AL V1 3| 1|=-a—1,A2=[1 —3| 0|=0

1 -3 1 -1 —a 1 -1 -2
Casol:a # —1.

Como det(C) # 0:
1g(C) = rg(A) = 3
S es compatible determinado y, por consiguiente, los planos son secantes en un punto.
Caso2:aq = —1.
Aqui tenemos
rg(C) =rg(A) =2<3

S es compatible indeterminado con 3 — 2 = 1 pardmetro y, por consiguiente, la solucién del sistema es una
recta, luego la recta estd contenida en el plano.

Meétodo 2 (Obtencién de un punto y sustitucion)
En el sistema que determina la recta hacemos z = 1y as{ hallamos un punto, que es
5 3a 1 a
PT: <____7____71>
2 2 2 2
Si la recta estd contenida en el plano, ese punto estd en el plano y por tanto verifica su ecuacidon:

5 3a 1 a
2| —= — = 1= =-1
( 5 2>+ 0 — a
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EJERCICIO 31 [S/04]

Pasol. Expresemos la recta cortada en paramétricas (resolviendo el sistema):

v 2y = _ . T =—24+2\
T =1, y=—1+3A
2x =—-4+z L AN

Paso 2. La recta pedida s tiene como vector director (para cierto \):

A(0,1,-1) }

AP, —
P, (=2 42X, —1 43X, 4\) "

A (242X, =24 3X,1+4))

Paso 3. Aplicamos la condicién de paralelismo recta-plano (Avy + Bvs + Cvs = 0):
1
A—PZ ||7T—>1‘(—2—|—2)\)—2-(—2+3)\)—(1+4)\):O—>—8)\+1:0—>)\:§

Paso 4. La ecuacién de larecta AP, es

A(()’l?_l)
2 3 4 413 12 SN k2
— 1 1 S = =
AP .= -2+ 24 14| =|-——, -2 = —14 —13 12
" ( Ty +8’+8> <8’ 8’8)
EJERCICIO 32 [S/04]
Paso 1. Pasamos la recta r a paramétricas:
r+y=1-=z2 _— r=-t
T — y= 1
y=1 2=t

Paso 2. Cortamos la recta y el plano (sustituyendo “la recta en el plano”):
Po=(-t,1,t) —— m:2- (=) + A1+ (t—-2)=0 =>t=X—-2
Luego:
R(2—-X,2,\+8)

Paso 3. Tres puntos estdn alineados si determinan vectores dependientes (proporcionales):

PQ = (-6,3,12) CAoA 2 A4S
— =—=——  — =0

PR=(—4-X,2,A+8) -6 3 12
EJERCICIO 33 [S/04]

Paso 1. Un plano paralelo al dado es de la forma:
T =2r+y—2+d=0
Paso 2. El plano anterior contiene a la recta si dos puntos de ella estdn en el plano. Sustituimos:
A=0:P=(1,1,1) — 7m:24+1—-14+d=0—-d=-2
A=1:Q=(2,2,4) — 7:44+2-4+d=0—-d= -2
Paso 3: Para d = —2 la recta estd en plano, asi que la ecuacion (normal) es:

=204+ y—2-2=0
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Paso 4. Sacamos las ecuaciones paramétricas despejando, por ejemplo, z ahi:

rT=s
iz =2204+y—7T Ll y=t
z2=-T+2s+1
EJERCICIO 34 [S/04]
Paso 1. Pasamos las rectas a paramétricas:
r=2—-A
T =2—y -
r =2 A
204+ 2z =4 —2y =0
6 —
z =6-y y=p :
§ B Y= H
T—2=06—y J—

Paso 2. Son claramente paralelas, asi que el cuadrado estd en el plano que las contiene.

Paso 3. Ecuacidn del plano que contiene a las rectas r y s:

Puntos: P.=(2,0,0) 6 P, =(6,0,0)

—
Vectores directores: 4, = (—1,1,0) , P.P; = (4,0,0).

Su ecuacion es:
r—2 vy
4 0 0|=0— 2=0
-1 1

EJERCICIO 35 [S/04]

Paso 1. Los puntos son coplanarios pues:

1 1 0
det [ﬁ ,@,E} =| -1 3 2 |=0 — Son coplanarios
-2 2 2

Paso 2. Calculemos la ecuacidn del plano que los contiene:
Punto: A=(1,2,1)
Vectores directores: zﬁ (1,1,0) 1@ -1,3,2).

Su ecuacion es:

z—1 y—2 z-1

1 1 0 =0 =2 2r-2y+42-2=0 - z—y+22—-1=0

-1 3 2
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