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Mates Il Cdlculo de Primitivas

Enunciados

EJERCICIO 1 [S/96]

De todas las primitivas de la funcién f : R — R dada por f(z) = 1 + z|z|, determina aquella cuya gréfica
pasa por el punto (1,0).

EJERCICIO 2 [S/96]
Determina una funcién f : [0, 400) — R tal que f(0) = In27 y cuya funcién derivada estd dada por

fl(x)=In((z +3)(z+1))

EJERCICIO 3 [S/96]
a) Calcula, de forma razonada, todas las funciones f : R — R que verifican
, e* si o x<0
f(l)_{ 2c4+1 si >0

b) Estudia la derivabilidad de cada una de de las funciones f halladas.

EJERCICIO 4 [S/97]
a) Determina razonadamente la expresion algebraica de una funcién continua f : R — R tal que

0 si <3

r st x>3

b) Razona si la funcién f es derivable en el punto z = 3.

¢) Esboza la gréfica de esta funcién f.

EJERCICIO 5 [S/97]
Determina una funcién f : R — R sabiendo que es tres veces derivable y que cumple
f0oy=0 , fO)=1 ., fO)=2 , [f"x)=242(x €R)

EJERCICIO 6 [S/97+]

Usa el cambio de variable ¢ = tan x para hallar:

dx
cos2 x 4+ cosxsenx

EJERCICIO 7 [S/97+]

La recta que pasa por los puntos (0,—6) y (1,0) es la grifica de la derivada segunda f” de una cierta
funcién f : R — R . Se sabe que el origen de coordenadas pertenece a la curva y = f(x) y que en ese punto
la recta tangente tiene una pendiente igual a 3. Determina una expresion de la funcién f.
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Mates Il Cdlculo de Primitivas

EJERCICIO 8 [S/97+]

Calcula
/ 22 Inzdz

EJERCICIO 9 [S/98]
De una funcién g : R — R se sabe que es dos veces derivable y también que
9(0)=5,g'(0)=0, ¢"(z) =8 (z€R)

Calcula una expresion algebraica de esta funcién g.

EJERCICIO 10 [S/98]

En la grifica adjunta se representa la grafica de la funcién derivada f’ de una cierta funcién f : [0,1] — R

L 4

0 1

|

a) Halla una expresion algebraica de f sabiendo que su gréfica pasa por el origen de coordenadas.
b) Representa graficamente la funcién f.

¢) Estudia la derivabilidad de f'.

EJERCICIO 11 [S/99]

Consideremos

/ senx3 A
(cosx)
a) Calcula la integral haciendo el cambio de variable ¢ = cos .

b) Calcula la integral haciendo el cambio de variable © = tanx.

¢) (Se obtiene el mismo resultado en ambos casos? Justifica la respuesta.

EJERCICIO 12 [S/99]

Calcula una primitiva de la funcién f:R — R definida por f(x) = 22°senz cuya gréfica pase por el

origen de coordenadas.
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Mates Il Cdlculo de Primitivas

EJERCICIO 13 [S/99]

9
La funcién derivada de f : R — R viene dada por la gréfica siguiente, y ademds se sabe que f(—1) = 3

N

3

a) Determina la expresion algebraica de f.

b) Calcula 11:11}1}3 f(x).

EJERCICIO 14 [S/99+]

—T

Halla una primitiva de la funcién f : [0, 1] — R definida por f(z) =z - e

EJERCICIO 15 [S/99+]
Encuentra la funcién derivable f : [-1,1] — R que cumple f(1) = -1y

x2—2r si —1<x<0
f(z) =
e’ —1 si 0<z<1

EJERCICIO 16 [S/99+]
Halla la primitiva de la funcién f cuya grafica pase por el punto (2, 1n 8), siendo

23 —2x+3
x—x2

fz) =

EJERCICIO 17 [S/99+]

Determina la funcién f : (0,400) — R sabiendo que es dos veces derivable, que su grafica pasa por el

1
punto (1,1), que f'(1) =0y que f(z) = =

EJERCICIO 18 [S/00]
Considera la funcion f : R — R definida por f(x) = (x 4+ 1) e".
a) Calcula [ f(z)dz.

b) Calcula una primitiva de f cuya grafica pase por el punto (0, 3).
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EJERCICIO 19 [S/01]
Considera la funcién f : (0, 400) — R definida por

fx) =zl
a) Calcula [ f(z)dz.

b) Halla una primitiva de f cuya grafica pase por el punto (1,0).

EJERCICIO 20 [S/01]

De la funcién f : R — R se sabe que f”(z) = 2% + 2z + 2 y que su grafica tiene tangente horizontal en el
punto P = (1,2). Halla la expresién de f .

EJERCICIO 21 [S/02]

Sea f : D — R la funci6n definida por
1

z (Inz)?

fz) =

a) Determina ID sabiendo que estd formado por todos los puntos € R para los que existe f(z).

b) Usa el cambio de variable t = In x para calcular una primitiva de f.

EJERCICIO 22 [S/02]

Calcula

o dx

/:c3+2x2—2x+3
EJERCICIO 23 [S/02]
Calcula una primitiva de la funcién f definida por

222 + 10z

fz) =

EJERCICIO 24 [S/03]
Sea f : (—1,1) — R la funcién definida por f(z) = In (1 — z%).

Calcula la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 1).

EJERCICIO 25 [S/03]
Sea f: (0,+00) — R la funcién definida por
f(x) = (z = 1) In(z)

3
Calcula la primitiva de f cuya grafica pase por el punto (1, — 5).
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EJERCICIO 26 [S/03]

Se sabe que la funcién f : (0,3) — R es derivable en todo punto de su dominio, siendo

r—1 si O<z<2
@) =
—r+3 si 2<x<3

y que f(1) = 0. Halla la expresion analitica de f .

EJERCICIO 27 [S/04]

Sea f:R — R lafuncién definida por
fl@)=(z—1) >

Calcula la primitiva de f cuya gréfica pasa por el punto (1, ¢?).

EJERCICIO 28 [S/04]
De la funcién f : (—1 + oc0) — R se sabe que f(2) =0y que

1o 3

a) Determina f.

b) Halla la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 1).

EJERCICIO 29 [S/05]

Calcula la integral

dx

/3x3+:1:210:z+1
x2—x—2

EJERCICIO 30 [S/05]

Calcula las siguientes integrales:
a) /008(527 +1)dx
b) / _ dx
V(r+2)3
EJERCICIO 31 [S/05]
Sea f : R — R la funcién definida por

f(z) = 2? sen(2z)

Calcula la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 1).
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EJERCICIO 32 [S/06]

Calcula

-1
a)/ox f2560d:1:

b) /(Zx —3) - tan(2? — 3z) da

EJERCICIO 33 [S/06]

Halla la funcién f : R — R sabiendo que f”(x) = 122 — 6 y que la recta tangente a la grafica de f en el
punto de abscisa z = 2 tiene de ecuacién 4x —y — 7 = 0.

EJERCICIO 34 [S/06]

Calcula
/(ac2 —1)e *dzx

EJERCICIO 35 [S/06]
Sea f:[0,4] — R una funcién tal que su funcién derivada viene dada por

2

- si O0<z<3
flla)y=4 3
—2r+8 si 3<xr<4
. . 16
a) Halla la expresion de f sabiendo que f(1) = 3

b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.

EJERCICIO 36 [S/07]

Calcula
3
/ 3r+4 da
2 41

EJERCICIO 37 [S/07]
Determina una funcién f : R — R sabiendo que su derivada viene dada por
fl(x)y=2*4+2—-6

y que el valor que alcanza f en su punto méximo (relativo) es el triple del valor que alcanza en su punto
minimo (relativo).
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EJERCICIO 38 [S/07]
Dada la funcién f : R — R definida por
J(2) = In(1 + 2?)

halla la primitiva de f cuya grafica pasa por el origen de coordenadas.

EJERCICIO 39 [S/07]

Sea

a) Expresa [ haciendo el cambio de variable ¢ = e”.

b) Calcula I .

EJERCICIO 40 [S/07]
Determina la funcién f : R — R sabiendo que
fle)=a* -1

y que la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa * = O es larecta y = 1.

EJERCICIO 41 [S/08]
Sean f,g: (0,400) — R definidas por

flz) =

sen T

gl g(z) =23 Inx

a) Halla la primitiva de f que toma el valor 1 cuando = = g(sugerencia: t=-cosx).

b) Calcula la integral indefinida de g.

EJERCICIO 42 [S/09]

Sea f : R — R la funcién definida por
x

V4 — 9zt

3
Halla la primitiva F' de f que cumple F'(0) = 3 (sugerencia: t = §$2).

fz) =

EJERCICIO 43 [S/09]

Calcula

/x-senmdx
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EJERCICIO 44 [S/10]

Sea

5
I_/idx
14+ +ve ™=

x

a) Expresa I haciendo el cambio de variable ¢* = e~

b) Determina I .

EJERCICIO 45 [S/10]
Determina la primitiva ' de f tal que F(1) =1, siendo

flz) = six#—-1,2#0

2+

EJERCICIO 46 [S/11]
Determina la primitiva de la funcién f : (0,4+00) — R cuya gréfica pasa por P(1,1), siendo

f(x) =2z(1 —Inx)
EJERCICIO 47 [S/11]

Halla la funcién f: (0,+00) — R tal que

f (@) =

1
T
y cuya gréfica tiene tangente horizontal en el punto P(1,1).

EJERCICIO 48 [S/11]

Calcula:
3 2
/ B
e+ x—2

EJERCICIO 49 [S/11] Halla

[

Sugerencia: efectda el cambio de variable t = e” .

EJERCICIO 50 [S/12]
Seala funcién f:R — IR definida por
f(x) = z* cos(x)

Determina la primitiva de f cuya gréfica pasa por el punto (7, 0).

José Alvarez Fajardo 8I



Mates Il Cdlculo de Primitivas

EJERCICIO 51 [S/12]

Sea

[
—dx
1+v1—2x

a) Expresa la integral I aplicando el cambio de variable t = V1 — .
b) Calcula el valor de 1.

EJERCICIO 52 [S/12]

Halla una primitiva de la funcién f definida por

EJERCICIO 53 [S/12]
Sea la funcién f : R — R definida por
flx) = (1 — xQ) e ®

Determine la primitiva de f que pasa por P (—1,0).

EJERCICIO 54 [S/13]
Determina una funcién f: R — R tal que
flx)y=02zx+1)e "

y cuya grafica pasa por el origen de coordenadas.

EJERCICIO 55 [S/13]

Sea g: (0,400) — R definida por

_ 1
1+

Determina la primitiva de g cuya gréfica pasa por el punto P(1,0).

g(x)

EJERCICIO 56 [S/13]

Haciendo el cambio ¢ = v/, calcule

/ r+1 du
14+ Vx
EJERCICIO 57 [S/13]

Halle la primitiva de ¢ : R — R que pasa por el origen de coordenadas, siendo

9(@) = In(? + 1)
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Mates Il Cdlculo de Primitivas

EJERCICIO 58 [S/14]
Sea la funcién f definida por
fl@)=o-In(z+1) , z>-1

Determina la primitiva de f cuya gréfica pasa por el punto (1,0).

EJERCICIO 59 [S/14]
Determina una funcién f : R — R sabiendo que f(1) = 1y que
{ 22 —2x si <0

e? -1 si x>0

EJERCICIO 60 [S/14]
Sea f:(—1,3) — R lafuncién definida por

Fz) = r+9

(x+1)(x—3)

Determina la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (1,0).

EJERCICIO 61 [S/14] Calcula

s

Sugerencia: hagase el cambio de variable t = /.

EJERCICIO 62 [S/14]
Obtén la primitiva de f : R — R definida por
f(x) =e"cosx

cuya grafica pasa por el origen de coordenadas.

EJERCICIO 63 [S/15] Calcula
2
—z
/ 24— 2 dz

EJERCICIO 64 [S/15]
Determina la funcién f : (0,4+00) — R sabiendo que
f'(x)=Inz

y que su grafica tiene tangente horizontal en el punto P (1,2).
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EJERCICIO 65 [S/15]

Calcula

Sugerencia: vz + 2 =t.

EJERCICIO 66 [S/15]

Calcula

EJERCICIO 67 [S/15]

Sea f la funcién definida por

y F'la primitiva de f tal que F' (1) = 2.
a) Calcula F’ (e).

b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de F' en el punto de abscisa x = e.

EJERCICIO 68 [S/15]
Sea f definida por
rt+1

f(lﬂ):m

(240, 2 #1)
Determina la primitiva £’ que pasa por P (2,1n 2).

EJERCICIO 69 [S/16]

Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de una funcién f en el punto de abscisa x = 1 sabiendo
que f(0) =0y que

2
1 (x — 1)
= — -1
fw= @
EJERCICIO 70 [S/16]
Sea f la funcién definida para x > 0 por:
Inzx
f(x) =V + —

a) Halla todas las primitivas de f.

b) Determina la primitiva de f que toma el valor 3 para x = 1.
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EJERCICIO 71 [S/16]

Calcula
T
d
/ 11z
Sugerencia: t = /z.
EJERCICIO 72 [S/16]
Calcula
/ V2r +1 doe
20+ 1++2x+1

Sugerencia: t = 2z + 1.

EJERCICIO 73 [S/16]

Determina la funcion f : R — R que verifica
7T

f’(x)=—-2sen(2z) , f(0)=1 |, f<_>:0

EJERCICIO 74 [S/17]
Sea f la funcién definida por
fl@)=(+2)n(z) , (z>0)

b) Encuentra la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (1,0).

a) Calcula

EJERCICIO 75 [S/17]

Calcula

Sugerencia: t = 1 + 3.

(Cudl es la primitiva cuya gréfica pasa por (2,0).

EJERCICIO 76 [S/17]
De la funcién f:R — IR definida por
f (z) = zarctan (x)

determina la primitiva de f cuya gréfica pasa por el punto (0, 7)
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EJERCICIO 77 [S/17]

Determina la funcién f: R — R tal que
' (z) =xe”

sabiendo que su grafica pasa por el origen de coordenadas y que tiene un extremo relativoen z = 1.

EJERCICIO 78 [S/18]

Determina la funcién f : (1,+00) — R sabiendo que

J () = —

(z—1)°

y que la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de f en el punto de abscisaz =2 esy = x + 2.

EJERCICIO 79 [S/18]
Sea f:R — R definida por

T
f(z) = xcos (5)
a) [1,75] Calculemos /f (z)dx

b) [1,25] Encuentra la primitiva de f cuya gréfica pasa por el punto (0, 1).
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Soluciones

EJERCICIO 1 [S/96]
En primer lugar, expresemos f(x) = 1 + z|x| como una funcién a trozos:
; l+z-(—z)=1—-2% si <0
xTr) =
l4+2-2=1+a? si x>0
Ahora integramos cada trozo. Llamando F' a la funcién primitiva:
14 .
T — gi +a si <0
F(z) =

1
x+§x3+b si >0

Como F' es continua, en particular en = 0:
FO-)=F0+) - a=1b
Por otro lado, se dice que la gréfica de F pasa por (1,0):

1 4
F(1)=0 — 1+§+b=O—>b=—§

Queda, pues:
1, 4
x—gsv —-3 si <0
F(x) = . A
x+§x3—§ si >0

EJERCICIO 2 [S/96]

Aplicando las propiedades de los logaritmos (el logaritmo de un producto igual a la suma de los logaritmos
de los factores):

fl@)=In(z+3)+In(x+1) Mf(x):/ln(a:—i—S)d:L‘—l—/ln(:r—i—l)da?

A cada una de esas integrales le aplicamos la integracion por partes, tomando 1 como factor a integrar y el
logaritmos como parte a derivar:

f(x):xln($+3)—/g;-%ﬂdx-i—xln(:v-i—l)—/az %dx [*]

Ahora esas integrales las resolvemos descomponiéndolas mediante la division de polinomios o
descomponiéndolas mediante truquillo:

/x dac=/x+3 3d /lda:— /—dm—x—?)ln(x—i—?)) +C
x+3 +3

/ ° dm:/Ll_ldx:/1dx—/—dx:$—ln(:€+l)+0
r+1 r+1 r+1
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Sustituyendo en [*] nos queda:
flz)=xzIn(x+3)— [z —3In(z+3)]+zln(z+1) —[r —In(z+ 1)+ C
=@x+3)In(z+3)+(r+1)In(z+1)—22+C
Como debe ser f(0) = In 27, sustituyendo:
3In(3) +In(1) + C =1n(27) - C =1n(27) —3In(3) - C =0
Nos queda por fin
f@)=(z+3)In(z+3)+(z+1)In(z+1) — 2z

Observacion: al indicarse en el enunciado que el dominio de f es [0, +00) podemos escribir sin problemas
los argumentos de los logaritmos sin valores absolutos.

EJERCICIO 3 [S/96]
a) Integrando cada trozo:
e’ +a si x<0
fle) = { > +x+b si x>0
Pero como la funcién f ha de estar definida para todo nimero real, debemos asignar un valor para * = O:

e’ +a si z<0
f(z) = c si z=0
2 4+z+b si x>0

b) Observemos que esa funcién sélo puede ser discontinua para * = 0 (separa-férmulas), siendo:
f0)=c , f0=)=14a , [f(0+)=0b

Si son todos iguales entre si tendremos

b=c=1+a
Y la funcién quedara
e’ +a si <0
flz) = a+1 siox=

24+zrz4+a+1 si >0

donde a es un ndmero real cualquiera.

En este caso es facil comprobar que f es también derivable para x = 0, pues las derivadas laterales
coinciden, siendo f'(0) = 1.

En caso contrario tendremos que f no es continua para * = 0y, por ello, no serd derivable para z = 0.

EJERCICIO 4 [S/97]

a) Ha de ser, integrando cada trozo:
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Como debe ser continua:

De donde nos queda:

9

3 si <3
@ =1

51‘2 si >3

b) Es facil comprobar que las derivadas laterales son
f'3=)=0 ., f(3+)=3
Con lo que resulta que f no es derivable para = 3 (punto anguloso).

c) La gréfica es simple: funcién constante junto con trozo de parédbola.
, /

1 64

5

EJERCICIO 5 [S/97]

Integrando la derivada tercera obtenemos la derivada segunda:
' (x) = /24:17 dr =122% + a

Como conocemos un valor particular:
1'0)=2 = a=2

Integrando ahora la derivada segunda:
fl(z) = /(123}2 +22)dr = 42° + 22 + b

Como sabemos un valor concreto:
ff0)=1—=0b=1

Integrando ahora la derivada primera:
f(x) :/(4x3+2w+1)da:=x4+w2+w+c

Sustituyendo el valor conocido.

Queda
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EJERCICIO 6 [S/97+]

Tenemos que

t=tanx — dt = dx

cos? x

. g . 2 , , L. .
dividiendo el numerador y el denominador entre cos” x nos serd mds facil hacer el cambio:

cos? x 4 cos xsen x 1+ii2f 14+¢

/ d :/ G /—dt n(1+1t)+C =In(l +tanz) + C

EJERCICIO 7 [S/97+]
Calculemos la ecuacién de la recta usando la punto-pendiente:

P=(1,0)
0— (—6) 6 - y—0=6(z—-1) > y=6x—6
_17_0:

Integrando ahora la derivada segunda:
fl(x) = /(6m6)d1’:31’2 —6x+a

Se nos dice que para x = 0 la curva tiene una pendiente 3, asi:
f[(0)=3—=a=3

Integrando ahora la derivada primera:
f(x) :/(3w2 —6x+3)der =23 322 +3x 4+

Como pasa por el origen de coordenadas la gréfica:
f(0)=0—=0b=0
Definitivamente nos queda

f(z) = 2® — 32% + 3z

EJERCICIO 8 [S/97+]

Una sencilla integral por partes donde integramos la potencia y el logaritmo es el factor para derivar:

1 1 1 1 1 1 1
/a:2 Inzde = 51’3 In(z) — /§x3 . ;dx = §x3 In(z) — 3 /x2 dz = 51’3 In(z) — 51‘3 +C

EJERCICIO 9 [S/98]

Integrando la derivada segunda:
g (z) = /8d3: =8xr+a

Como sabemos un valor concreto:

d0)=0—=a=0
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Mates Il Cdlculo de Primitivas

Integrando ahora la derivada primera:
g(x) = /Sxdx =4a® + b

Sustituyendo el valor conocido.

Queda

EJERCICIO 10 [S/98]
a) Observemos que f’ es en el intervalo [0, 0.5] la recta que pasa por los puntos (0,0) y (0.5,1): y = 2z
Y en el intervalo [0.5, 1] 1a recta que pasa por los puntos (0.5,1)y (1,0):y = —2x + 2
Asf, integrando cada trozo:
2 +a si 0<x<0.5
flx) = ) :
—x“+2xr+b si 05 <x<1
Como ha de ser continua:
f(0.5=)= f(0.54+) — 0.254+a=—-025+1+b - b=—-05+a
Sabemos también que su gréfica pasa por el origen de coordenadas:
f(0)=0—=0+a=0—a=0
Definitivamente nos queda
z? si 0<z<0.5
flx) = ) .
—x*+2x—05 si 0b<zx<1

b) Su grifica es simple: dos trozos de pardbola que pueden dibujarse facilmente.

c¢) Graficamente, es ficil observar que f’ es derivable en todo punto (trozos de recta) salvo para = = 0.5
donde presenta un punto anguloso.

De todas formas, es facil calcular las derivadas segundas laterales
f705-)=+2 , f'(0.5+)=-2

. / . z
Como vemos, no son iguales, por lo que f* no es derivable en el separa-férmulas.

EJERCICIO 11 [S/99]

a) Hacemos el cambio de variable ¢ = cosxz — dt = —senxz dx:
sen x -1 1 1
de= | —dt=—+4+C=—-—-—+4C
/(cos z)° v / 3 212 + 2cos? x +
1
b) Hacemos el cambio de variable © = tanx — du = 5— dx:
COS“ X

K 1 L 1
/(Senx_gdx:/_qe”. dx/tdt:§t2+C:§tan2x+C”

cos ) cosxz cosZzx
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¢) Si son los mismos resultados, pues ambos se diferencian sélo en una constante:
1 1 1 1 1
l+tan’s = —— — —tan’s=—— — = - C'=C—=
+tant cos? x 2 T T Sostr 2 2
EJERCICIO 12 [S/99]
Realizaremos una integracién por partes, donde la potencia serd la parte a derivar y la funcién trigonométrica
la parte a integrar:

F(z) = —22% cosx — /4$(—Cosx)daz = —2x%cosz + 4 [ZL‘SGHJI— /l-senxdm]

= —22%cosz +4xsenz + 4cosz + C
Como vemos, hemos aplicado dos veces la integracion por partes. Y, ahora, conociendo un valor concreto:
F0)=0 - C=-4
Nos queda:

F(z) = —2x°cosx + 4xsenx + 4cosx — 4

EJERCICIO 13 [S/99]
a) Observemos que si < 3 la derivada es la recta que pasa por (0,2)y (2,0): y = —x + 2
Y si > 3 la derivada es la funcién constante igual a — 1: y = —1.

Integrando cada trozo:

1
f@) —§w2+2x+a si <3
xr) =

—x+b si x>3

Como ha de ser continua:

f(3=)=f(3+) = —g+6+a:—3+b

Por otro lado, al ser:

9 1
Resolviendo ambas ecuaciones.
23
=7 b= —
a , 5
Definitivamente nos queda
1
— 2242047 si x<3
2
fla) = ”
-+ 5 si x>3

b) Ese limite ya lo hemos visto arriba al considerar que es continua en z = 3:

a7

F3-) = F(3+) = 13) = 5
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EJERCICIO 14 [S/99+]

Una sencilla integral por partes donde integramos la exponencial y el polinomio es el factor para derivar:

F(z) = /ZL"C_m de=x-(—e™") /1 (—eP)de=—xe " —e" " +C

EJERCICIO 15 [S/99+]

Integrando cada trozo:

1
@) —§x3—$2—i—a si —1<z<0
xT) =
e?—x+b si 0<zx<1

Como ha de ser continua:
f(0=)=f(04+) - a=1+b
Y, por otro lado, ha de ser:
fA)=-1 —5e-1+b=-1—>b=—e
De donde resulta a = 1 — e, y definitivamente nos queda
—1x3—x2+1—e si —1<x<0

fa)=4 3 .

et —xr —e si 0<z<1

EJERCICIO 16 [S/99+]
Dividiendo
clx)=—x—1
(m3—2z+3):(—x2+x) — ()
r(z)=—x+3

Luego:
—r+3

Ahi, intentaremos la siguiente descomposicion:

—x+3 r—3 a b
2 = =—+
—xr“+x e —x r x-—1

(**)
Efectuando e igualando los numeradores:
six=0—-3=—-a—>a=3
r—3=alr—1)+bxr —
sizr=1—-2=b—>b=-2

De (*) y (**) resulta:

1
/f(:z:)dx:/(—x—l)dm—i—?)/%d:r—Q/ dx:—%xQ—x+3ln|:r\—2ln|x—1]+C’

r—1

Si llamamos F' a la primitiva buscada:
F(2)=In8) - —2—-243Im2-2Inl1+C=In8 - C =4
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Con lo que definitivamente nos queda:

1
F(z) = —51:2 — 2+ 3n|z| —2In|z — 1|+ 4

EJERCICIO 17 [S/99+]

Integrando la derivada segunda:
1
f(z) = /m de =In(z) +a

Como sabemos un valor concreto:
ff(1)y=0—=>In(1)+a=0 = a=0

Integramos ahora f’: por partes, dejando el logaritmo como factor a derivar y tomando 1 para integrar:

1
f(w):/l-lnxdxza:ln:c—/x-—dxzmlna:—/lda:lena:—a:+b

X
Como la gréfica de f pasa por el punto (1,1):
fA)=1 = 1lnl—14+b=1—b=2
Queda
flz)=ane —x+2

EJERCICIO 18 [S/00]
Considera la funcién f : R — R definida por f(z) = (z + 1) e”.

a) Integramos por partes con el polinomio para derivar y con la exponencial como factor para integrar:
/f(x)d:c = (:L'+1)e“”/1-el’ dr=(z+1)e* —e"+C =zxe”4+C

b) Sea F' esa primitiva:
F(0)=3 - 0-"+C=3 - C=3
Queda:
F(z) =2ze"+3

EJERCICIO 19 [S/01]
a) Integramos por partes, dejando el logaritmo como factor a derivar y tomando el polinomio para integrar:

1. 1, 1 1. 1 1. 1
/f(a;)dxz§lenx—/§:vz-—d$=§lenx—§/xd$=ilenx—sz—i—C
x

b) Sea I esa primitiva:

1 1 1
F1)=0—= =-1>In1—--124C=0—>C=-
(1) —>2 n 1 + — 1
Queda:
1 1 1
F(z)==2’lnz — =22+ =
(x) 54 Nz — 2 +4
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EJERCICIO 20 [S/01]

Integrando la derivada segunda obtenemos la derivada primera:
1
fl(z) = /(:C2+233+2)d:1: = §x3+x2+2x+a

La tangente para © = 1 es horizontal, asf la pendiente (derivada) es cero:

1 10
Integramos ahora la derivada primera:
1 . 10 1 1 . 10
f(z) =/(§x3+$2+2x— ?) der = Ex4+§x5—xz—§m+b
Como la gréfica de f pasa por el punto (1, 2):
1 1 10 71
1)=2 —+-—-—1—-— = = —
JW)=2= 55 +3 g T0 "= 1
Queda
1 1 10 71
flx) = —=at+ -2 — 2 — — —

EJERCICIO 21 [S/02]

a) En primer lugar, para que exista In(z) debe ser > 0. Y, ademds, el denominador no puede ser cero:

9 z=0
z(lnz)” —
Inz=0—=2=1
Asi:
D=(0,4+00)— {1} =(0,1)U(1,+00)

1
b) Hacemos el cambio de variable t = lnx — dt = - dz

1 1 1 1 1
/f(x)dx_/(lnx)z.de_/t—Zdt——z—i—C'_—m—}-C

EJERCICIO 22 [S/02]
Dividiendo
clr)=—x+2
(:U3+2:c2 —2:L'+3) : (xz—l) —
r(x)=—x+5

Luego:

I:/(—x+2+;fjl5)dx %)

Ahi descomponemos en fracciones simples:

—x+5 a b
— 5
2 —1 x—1+:p+1( )

José Alvarez Fajardo
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Efectuando e igualando los numeradores:
six=1—=4=2a—a=2
—z+b=a(lz+1)+bz—-1) —
sixr=—1—=26=-20—=b=-3

De (*) y (**) resulta:

I= /( x + 2) d:c+2/dm /d:L‘— —2? 4+ 2 +2In|z — 1| —3lnjz + 1|+ C
EJERCICIO 23 [S/02]
Dividiendo
(2x2 + 10.T) : (:v2 + 2z — 3) — {
Luego:

6x + 6 >
I=[(2+ 22 *
/( +£L‘2+2{E—3 dz ()

Ahi, descomponemos en fracciones simples:

6x+6 6x + 6 o a
22422 -3 (r—1)(z+3) x-1

kek
+ T+ 3 %)
Efectuando e igualando los numeradores:
sie=-3——-12=—-4b—->b=3

6x+6=alx+3)+blx—1) —
sie=1—=12=4a—=a=3

De (*) y (**) resulta:

1 1
I=/2dx+3/—dx+3/ der =2z +3lnjz — 1|+ 3njlz+ 3|+ C
x—1 r+3

EJERCICIO 24 [S/03]

Integramos por partes, dejando el logaritmo como factor a derivar y tomando la unidad para integrar:

/f( )d —/1-1n(1— 2)dz = zln(l — 2)—/ LT e —2in(1 - 2)—/ 2% 4
X xr = X r =X X X 1_$2 r =2 X $2_1 X

Dividiendo en la dltima integral:

Luego:

/f(:r)d:rza:ln(l—ﬁ) —/<2+ ac22—

Ahi, intentaremos la siguiente descomposicién:
2 a b

— ok
2 —1 x—1+x+1( )
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Efectuando e igualando los numeradores:

six=1—-2=2a—a=1
2=a(z+1)+bz—-1) —
siz=1—-2=-2b—>b=-1

De (*) y (**) resulta:

1 1
/f(w)dx:wln(l—xQ)—/(2+m_l _x+1> de =zln(l —2%) -2z +1In|Jz — 1| —InjJz + 1| + C

Si llamamos F' a la primitiva buscada:
F0)=1—-0-In1-2-0—-Inl4+hl+C=1—-C=1
Nos queda:
F(z) =xIn(l —2%) =2z +InjJz — 1| —Injz + 1] + 1

EJERCICIO 25 [S/03]

Integramos por partes, con el polinomio para integrar y el logaritmo como factor para derivar:

/f(w)dxz/(w—l)-ln(x)dxz (%xz—w> ln(x)—/(%ﬁ_x) . idx
= <%x2—x>ln(x)—%/xdx+/ldx: (%xQ—x)ln(:r)—ifL‘z—i-x-l-C

Si llamamos F' a la primitiva buscada:

3 1 3 9
F(1)= -2 —Z41+C0=-2 =
(1) 2—>0 4+ +C 2—>C 1

Quedando:
1 9

Flz)=|z2®>—2z|In(z) — ~2* + 2 — =
(37 -o)mte) - 3+ 3

EJERCICIO 26 [S/03]

Integrando cada trozo:

1
—22—x+a si O<x<2
2

Fla) =

1, .
—533 +3z+b si 2<x<3
Como ha de ser continua:
fe=)=f2+) - 2-24+a=-246+b —>a=4+0b
Y, por otro lado, ha de ser:

b=a—4 7
b=

N =

1
f1)=0 — 5*1-{-@:0 — a=
Definitivamente:

1 1 .
—x? -4 = si O<x<2
- 2 2
f(z) =
1, 7.
—51' +3x—§ si 2<z<3
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EJERCICIO 27 [S/04]

Una integral por partes donde integramos la exponencial y el polinomio es el factor para derivar:

1 1 1 1
/f(x)dx:/(:v1)~02“dx:(1’1)~202$/1-202md$:2(:c1)c2”402”’+0

Si llamamos F' a la primitiva buscada:

1 5
F(l)=¢e? — 0—1.e2+0=e2 — C = Ze2
Con lo que definitivamente nos queda, sacando factor comtun la exponencial:
1 3) 9r D o
Flx)=(=p -2 )22 12
(@) <2x 1) Ty

EJERCICIO 28 [S/04]

a) La integral que debemos calcular es de tipo potencial:

3 -3
1) = [ G = g e

Como también sabemos:

f2) =0 — %3+a:0—>a:1
Queda
3
= — 1
f(@) x+1+

b) Ahora hay que integrar f:
/f(a:)dm =-3lnjlx+1|+x+b

Si llamamos F" a la primitiva buscada, como su gréfica pasa por el punto indicado:
F(0)=1 - -3ln(1)+0+b=1—>0=1
Resulta finalmente

F(z)=-3njz+1|+z+1
EJERCICIO 29 [S/05]

Dividiendo

Luego:
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Como es
2

-2z —-—2=0 > z=—-1,x=2
Descomponemos en fracciones simples asi:

9 _a n b (%)
2—x—2 x+1 x-—2

Efectuando e igualando los numeradores:

sixr=-1—-9=-3a >a=-3
9=a(x—2)+blz+1) —
sier=—-1—-9=3b—-b=3

De (*) y (**) resulta:

-3 3 3
I:/(3x+4)dx+/—dx+/—dx:——x2+4x—31n\x+1\+3ln]m—2\+0
rz+1 T —2 2

EJERCICIO 30 [S/05]

a) Es una simple integral tipo seno-coseno:
1 1
/cos(5x +1)dz = R /5 cos(bx + 1)dx = R sen(bx +5) + C

b) Es de tipo potencial. Primero escribimos la raiz como potencia (fraccionaria y negativa):

1 3 1 —2
b s [t e 22t = c
/\/(x+2)3 ! /(T+ )= 2wt O= st

EJERCICIO 31 [S/05]

Realizaremos una integracion por partes, donde la potencia serd la parte a derivar y la funcién trigonométrica
la parte a integrar:

—1 -1 1
/f(:L‘) dz = 22 - 5 cos(2z) — /2:5 s cos(2z)dx = —51:2 cos(2x) + /:L‘ cos(2z) dz
1, 1 1
=57 cos(2z) + x - 3 sen(2zx) — 3 sen(2x) dx

1 1 1
= —§x2 cos(2x) + 3% sen(2x) + 1 cos(2z) + C

Como vemos, hemos aplicado dos veces la integracion por partes. Y, ahora, llamando a F a la primitiva pasa
por el punto (0, 1):

1 3
F0O)=1 — 0+0+1+C:1 — C:Z

Nos queda:

W

1 1 1
F(z)= —§x2 cos(2z) + 5% sen(2x) + 1 cos(2z) +
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EJERCICIO 32 [S/06]

a) Dividiendo

c(r)=>5
(5a® — x —160) : (2® — 25) — ()
r(z)=—x—35
Luego:
—x—35
— - *
1 /(5+x2_25)dx()
Como es

2?2 — 25 = (z+5) (v — 5)
Descomponemos en fracciones simples asi:

—x — 35 a b
— sk
2 —25 :L‘+5+{E—5( )

Efectuando e igualando los numeradores:

six=4+5——-40=10b - b= —4
—x—35=a(x—5)+b(z+5) —
siz=-5—>-30=-10a >a=3

De (*) y (**) resulta:

—4
I—/5d:13+/ 5 d$+/—dx—5x+31n\x+5\—4ln|x—5\+C
T+5 rT—95

b) Si observamos bien, nos damos cuenta de que es logaritmica:

B sen (z2 — 3x) _ [(2z —3)sen (2% — 32) [+] 9
I—/(2m—3).mdx—/ cos (22 — 32) dz = —In [cos (2* — 3z)| + C

[*] Logaritmica con u = cos (cc2 — 3:17).

EJERCICIO 33 [S/06]
Si la tangente parax = 2es dx —y — 7 =0 — y = 4o — 7, deducimos dos cosas:

1. La pendiente de la tangente es la derivada: m=4— f'(2) =4

2. Sustituyendo la abscisa sale la ordenada: r=2+—y=4-2-7T=1= f(2)=1
Integrando la derivada segunda obtenemos la derivada primera:

f(x) = /(12x6)d:1:—6x2 —6zx+C
De [1]:
ff2)=4—>24-124+C=4— C=-4

Integramos ahora la derivada primera sale ya la funcién:

f(x):/(6x2—6x—4)dx:2$3—3x2—4x+D

De [2]:
f2)=1—>16-12—-8+D=1—= D=5
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Queda
fx)=22%—-32% —4a+5

EJERCICIO 34 [S/06]

Realizaremos una integracién por partes, donde el polinomio sera la parte a derivar y la exponencial la parte
a integrar:

/(1:2 —1)e "de=— (902 —1) e_‘“r/Q:L’e_I dz =
= — (1:2 — 1) et 2re " — /2e_“ dzx

=— (x2 —1)e " —2ze " 4+2e " 4+C

Como vemos, hemos aplicado dos veces la integracién por partes y hemos usado varias veces:

/e_” dz = —/e_w (-1)dx=—e""+C

EJERCICIO 35 [S/06]
Sea f :[0,4] — R una funcién tal que su funcién derivada viene dada por

2
-z si O<ax<3

f'(x) = 3
—2x+8 s1 3<z<4

a) Integramos cada trozo:

1
—22+a si 0<z<3
fx) = 3
—2?2+8x+b si 3<z<4
16
Sabemos que f (1) = 3
1 1 1
f(l)*§6—>§+a—§6—>a—5

Al existir derivada para z = 3, debe ser continua en = = 3:
1 a=
JB) =3+ = 53 ta=-3+83+0 220 h=—7

Definitivamente nos queda

b) La tangente para x = 1:
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EJERCICIO 36 [S/07]

Basta expresar el integrando como la suma de dos fracciones con el mismo denominador (22 + 1): esto da
lugar a una integral logaritmica y a otra arcotangente.

3r+4 3x 4 3 2x 1
= " dr= [/ —/_4 —dz==- | ————d 4 | ——d
/3:2—1—1 v /x2+1 $+/x2+1x 2/3:24—1 vt /x2—|—1$

= ;ln (x2 + 1) + 4arctan (z) + C

EJERCICIO 37 [S/07]
Antes de nada, veamos dénde se alcanzan los extremos relativos de los que habla el enunciado.
Los ceros de la derivada de f:
ffx)=2>+2-6=0—2=-3,2=2
Estudiemos el signo de f'(z) = 2 4+ = — 6:

o ® —>

@ @

-3 2 -3 2
El enunciado nos dice que “valor que alcanza f en su punto maximo (relativo) es el triple del valor que
alcanza en su punto minimo (relativo)”:

f(=3)=3-1(2)*]
Obtendremos la expresion de la funcion integrando su derivada:

i S L S
f(x)/(x +x 6)d:cf3x + o 6z +C

Aqui [*] nos dice que:

2 1 1
5(—3)3+ (-3) —6(—3)+C:3<§-23+§

Limpiamos y despejamos:

1
3 ~22—6-2~|—C>

1
—9+g+18+C:8+6—36+30—>C:7z

Por fin:

1y 1, 71
f(x)fgx +2x 6 + 1

EJERCICIO 38 [S/07]

Por partes, donde la constante 1 la parte a integrar y el logaritmo la parte a deriivar:
2z 5
jdw:wln(l—kx ) —/$2+1dx

/1-111(1—1—1'2) dx—w-h1(l+:c2)—/w'x2
_xln(l—l—xz)—/(Q—L)dx
2 +1

=zln (1+ %) — 2z + 2arctan (z) + C

22
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Y, ahora, llamando a F a la primitiva pasa por el punto (0, 0):
F0)=0—-0-0+0+C=0—C=0
Nos queda:
F(z) =zn (14 2*) — 2z + 2arctan (z)

(22%) : (z*+1) — {

EJERCICIO 39 [S/07]

Sea

a) Con el cambio sugerido:

Y asi:

1:/ L -e—dx:/;dt
2—e* e (2—-1t)t

b) La integral ha quedado reducida a una racional:

Descomponemos en fracciones simples asfi:

Efectuando e igualando los numeradores:

sit=0—1=2a —>a=
l=a(2—-t)+bt —
Sit=2—1=2b— b=

D= po| =

De (*) resulta:

1/2 1/2 1 /1 1 -1 1 1

t 2—-t 2/ 1 2
Deshacemos el cambio recordando que ¢ = €” y que In (%) = z:
1 1
I= ix—§ln|2—e’”|+0

EJERCICIO 40 [S/07]
Si la tangente para = 0 es la recta y = 1, deducimos dos cosas:
3. La pendiente de la tangente es la derivada: m=0= f(0)=0
4. Sustituyendo la abscisa sale la ordenada: r=0—y=1= f(0)=1

Integrando la derivada segunda obtenemos la derivada primera:
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f/(a:)—/(:v2—1)dx—%m3—x+c

De [1]:
f0)=0—>04+0+C=0—C=0

Integramos ahora la derivada primera y sale ya la funcién:

L 3 ) [V
e — — _ _ D
flx) /<3$ x| dz 3¢ 2:E+
De [2]:
f(0)=1—>0-0+D=1— D=1
Queda
1 1
f(x) = Ex4—§w2+1
EJERCICIO 41 [S/08]
Sean f,g: (0,4+00) — R definidas por
sen
fa) =20 gy =4 e

a) Calcularemos la integral de f siguiendo con la sugerencia dada: que toma el valor 1 cuando « = g

t=cosx — dt = —senxdx

Calculamos la integral cambiando la variable y luego deshaciendo el cambio:

AT o R 3y L, 1 1
/f(l)dx—/t3 dt = /t dit=— 1?4 C= 5+ C= o +C

Si llamamos F a la primitiva buscada, se tiene que verificar:

T 1
F(—):1—> C=1— C=1—-C=-1
3 2 cos? (%) + 2-0,25 +
Por fin
1
F = —
() 2 cos? x

b) Para calcular la integral indefinida de g actuaremos por partes, con el polinomio como parte a integrar y
el logaritmo para derivar:

1 1 1 1

1 1 1
3. _ L4 R S R YR Lt 34, _ 1L 4 L a
/3: In(z) dx 17 In(z) 4/:U xdx 1% In(z) 4/$ dx 1% In(x) 67 +C

EJERCICIO 42 [S/09]

Siguiendo con el cambio sugerido:
t= ga:2 — 2t =32% — 2dt = 6rdr — dt =3z dx

Hay que ajustar un poquito el integrando. La raiz del denominador queda:

Vi 0zt = \a— (3222 = \Ja— (2 = Va4 = \J1(1 - 12) =2/1— 2
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Ahora cambiamos la variable, integramos y finalmente deshacemos el cambio:

1 3z 1 1 1 1 22
I = — ——dxr = - —  dt=-= t C == (_) C
3 /\/m T3 /2\/@ 6 arcsen (t) + 5 aresen | — +

Obtengamos la constante con la condicién dada:
1
F(0)=3 — carcsen(0)+C=3 > 0+C=3 - C =3
Por fin:

1 2
F(z) = — arcsen <3i) +3

EJERCICIO 43 [S/09]

Sencilla integral por partes en la que tomamos el polinomio para derivar y el seno para integrar:

/IL’SQHZEdZL‘ = —:r-cosx—i—/l-cosxd:c = —x-cosx-l—/cosxd:p = —x-cosx +senx +C

EJERCICIO 44 [S/10]

Sea

/# dx
1+ e *
a) Con el cambio sugerido:
tP=e" — 2tdt =—e “dx
Y asi:

2t 1

I:—5/e_x<1+\/eTx)d:v:—5/7752(14_\&_2) dt:_lo/it(l—f—t)dt

b) Descomponemos en fracciones simples asi:
1 a b

TR Y,

Efectuando e igualando los numeradores:

()

1 (t+1) + bt sit=0—1=a—>a=1

= —

¢ sit=-1-1=-bob=—1
De (*) resulta:

1 -1
I:—l()/—dt—l()/—dt:—101n\t\+101n]1+t|+0
t 1+¢
Deshacemos el cambio recordando que { = Ve~% y que In (\/ e—x) =1In (e"”/Q) = —g:
I=-10In (\/e—m) +101n (1 + \/e—f”) +C =5+ 10In (1 + \/e—‘”) +C
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EJERCICIO 45 [S/10]

Vamos a calcular la integral indefinida descomponiendo el integrando en fracciones simples:

1 a b
- _Z %
x(x+1) x+m+1()

Efectuando e igualando los numeradores:
l—a(@il)+be — { S?x:0—>1:a—>a:1
sizr=—-1—=21=-b—>5b=-1
De (*) resulta:

F () :/%dt—/%ﬂdlen]w\ “fz4+1+C
Calcularemos la constante con la condicién dada:
F(1)=1 - Inl1-In24C=1—-C=1+1n2
Tenemos asi que es

F(z)=Ih|z|]-Inlz+1]+1+1n2

EJERCICIO 46 [S/11]

Integramos f por partes, donde u = x es la parte a integrar y v = 1 — In z la parte a derivar:

1 1/ —1 1 1
/m-(l—lnx)dx:§x2-(1—lnx)—§/:ﬁ2~—dx:§x2(1—ln$)+§/xdw

X

1 1
:§x2-(1—lnx)+1x2+0

Y, ahora, llamando a F a la primitiva pasa por el punto (1, 1):

1 1 1

Nos queda:

EJERCICIO 47 [S/11]
Si la tangente a la grafica de f es horizontal en P(1,1), deducimos dos cosas:
1. Lapendiente de la tangente (cero) es la derivada: m=0= f'(1)=0
2. Sustituyendo la abscisa sale la ordenada: r=1l—y=1=f(1)=1

Integrando la derivada segunda obtenemos la derivada primera:
1
I (2) :/—dlenx—i-C
T

De [1]:
ff)=0—>Il1+C=0—C=0

Integrando ahora la derivada primera sale ya la funcién. Lo haremos por partes, con la constante 1 para
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integrar y el logaritmo como factor para derivar:

1
f’(:c):/I'IHJ:dx:xlnx—/m-—dm:xlnm—/ldm:mlnm—x+D

x
De [2]:
f1)=1—=1lnl-1+D=1— D=2
Queda
fx)=zlnzr—x+2

EJERCICIO 48 [S/11]

Integral de una funcién racional. Dividiendo
clx) ==z
(x3+2x2) : <x2—|—x—2) —
r(x) =2z
Y veamos los ceros de ese denominador:
24r—-2=0— r=-2,z=1

Asi que tenemos:

I—/mdm—l—/(x_'_;%dw(*)

Ahi, descomponemos en fracciones simples:

2z a

(x+2)(z—-1) 7x+2+x

b

sk
— )
Efectuando e igualando los numeradores:

4
six:—2—>—4:—3a—>a:§

six:1—>2:3b—>b:§

2r=a(x—1)+b(z+2) —

De (*) y (**) resulta:

401 2 [ 1 1 4 2
/x x+3/x+2 x+3/m1:c grtghlr+2+3

EJERCICIO 49 [S/11] Halla
Con el cambio sugerido:
t=e¢" —» dt=e"dzx

P 2
Y asi, teniendo en cuenta que e** = (e”)*:

Injz — 1|+ C

1

1 1
I_/<t2—1>(t—1>dt_/<t+1>(t—1><t—1)‘“‘/@“7) at

(t—1)?

Descomponemos en fracciones simples, teniendo en cuenta que hay raices multiples en el denominador:

1 _a i b . c )
t+1)(t—1)% t+1 t—1  (t-1)

José Alvarez Fajardo
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Efectuando e igualando los numeradores:

sit=1—1=2¢c—c=

N

l=a(t—1>4+b(t+1)(t-1)+c(t+1) — sit=-1—-1=4a »a=1
sit=0—>1=1—-b+1b=—

=

De (*) resulta:

1/ 1 1 1 1 1 1 1 1
Il=-|—dt—-- | —dt+ - [ ——dt=-Int+1|—-Int-1| - —— +C
4/t+1 4/t—1 +2/(t_1)2 gt gl = Ty
Deshacemos el cambio recordando que ¢ = e
1 1
I:Zln|ex+1]—11n|ew—1]—277+0

EJERCICIO 50 [S/12]

Realizaremos una integracién por partes, donde la potencia serd la parte a derivar y la funcién trigonométrica
la parte a integrar:

/f(x) dx::rQ-senx—/Qx-senxdx:
=22 senx — [2w-cosx+/2coswdx} =

::1:2-sen$—|—2xcosx2/008xdm:

=22 .senx + 2xcosx — 2senz + C

Como vemos, hemos aplicado dos veces la integracién por partes. Y, ahora, llamando a F a la primitiva pasa
por el punto (7, 0):

F(r)=0 - 0-2r—0+C=0 - C=2n
Nos queda:

F(r) =2*-senx + 2rcosx — 2senx + 27

EJERCICIO 51 [S/12]
a) Con el cambio sugerido:

P=1l-2 — 2=1—1> - do=-2tdt

I:/(1—t2)-(—2t)dt:/2t3—2tdt

1+t t+1

Y asi:

b) Dividiendo:
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c(t) =2t2 -2t

23 —2t) : (t+1
( )“H{r(t):

Asi que tenemos:
2
1:/(2t2—2t)dt: §t3—t2+0
Deshacemos el cambio recordando que t = /1 — x:

ng\/(1—x)3—\/(1—x)2+0:§ (1—2)P—1+2+4C

EJERCICIO 52 [S/12]

Es una sencilla integral de funcién racional en la que el denominador es
2 —1=(x+1)(z—-1)

Ahi, descomponemos en fracciones simples:

2 o a n b o)
(z+1D(z—-1) z+1 z-1

Efectuando e igualando los numeradores:

sier=-1—2=-2a—a=-1
2=a(z—1)+b(x+1) —
siz=4+1—22=2b—>b=+1

De (*) resulta:

-1 1
I—/ dx—i—/ de =—Inlz+ 1|+ InjJz - 1|+ C
z+1 z—1

EJERCICIO 53 [S/12]

Integramos por partes, donde el polinomio sera la parte a derivar y la exponencial la parte a integrar:
/(1 — $2) e ¥dr =— (1 — xz) e ” /2930_”6 dz =
=—(1- xz) e’ — [—2:1:0_’” +/20_I dx} =
=—(1- xz) e " 42xe " =2 /e_w dzr =

= (902 — 1) e T R2xe T2 T +C
= (a;2 + 2x + 1) e " +C

/e_xd.r: —/e_:” (-)dz=—-e""+C

Como vemos, hemos aplicado dos veces la integracién por partes. Y, ahora, llamando F' a la primitiva pasa
por el punto P (—1,0):
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F(-1)=0 - 0-e'+C=0 - C=0
Nos queda:
F(z)=(z"+2x+1)e”

EJERCICIO 54 [S/13]

La funcién es la integral de su derivada. Procederemos por partes, donde el polinomio serd la parte a derivar
y la exponencial la parte a integrar:

f(m):/(2m+1)e_xd:r:—(2m+1)e_:’”+/2xe_m dz =
=—(Q2z+1)e "+ {—2xe_z+/26_m dx} =

=—2r+1)e®—2rxe " 42 /e_z dz =

=—2r+1)e®—2xe =2 "4C

/e_”daz— —/e_m(—l) de =—-e*+C

La gréfica de f pasa por el origen de coordenadas:
f(0)=0 - -1-1-0-2-14C=0 —- C=4
Nos queda:
f(z)=(—4z—-3)e " +3

EJERCICIO 55 [S/13]
Con el cambio sugerido:

t2=2 — 2tdt = dx

Y asi:
o1 [z=t?] / 2t
1= = —dt
/ 1++x dz 1+t d
Dividiendo
c(t)y=2
(2t): (t+1) —
r(t)=-2

Asi que tenemos:

2
I_/(2——>dt_2t—2ln|t+1|+0
t+1

Deshacemos el cambio recordando que ¢ = v/x:
I =2z —2ln|1+z|+C
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Llamando G a la primitiva que pasa por P(1,0):
G(1)=0 > 2-2ln1+C=0 - C=-2
Nos queda:
G (z) =2y —2In|1 + 2| — 2

EJERCICIO 56 [S/13]
Con el cambio sugerido:

2=z — 2tdt = dzx

1 =2 241 213 + 2t
I:/ T dx[””z”/t+ -2tdt:/ 2t
1+ z 1+t 14+t

c(t)=2t> -2t +4
r(t)=—4

Y asi:

Dividiendo
(26°+2t) : (t+1) — {
As{ que tenemos:
I—/(2t2—2t+4— i) dt = 2t3—t2+4t—41nyt+1|+0
t+1 3

Deshacemos el cambio recordando que ¢ = v/x:

2 2
I:gx/ﬁ—x/a;_?+4f—41n\1+\/a+0:§¢x_3—x+4f—41n|1+\/5|+0

EJERCICIO 57 [S/13]

Es igual al ejercicio 38.

EJERCICIO 58 [S/14]

Integramos por partes, dejando el polinomio para integrar y el logaritmo para derivar:

1—/ In(z+1) do = = 22 In(1 — 2?) /1 2. 1 o lenesn 1/5”2 d
= [z-In(z z =gz In x 3% oy =g n(e 5 | 7519
Dividiendo en la dltima integral:

clx)=x—-1

(:1;2):(:13—1—1) —

r(z)=1

Luego:
1 1 1 1 1 1 1
I:§w21n(x+1)—5/(z—1+x+l>dx:§x21n(:ﬂ+1)—1w2+5w—§ln(z+1)+C

Llamando F a la primitiva cuya grafica pasa por el punto (1,0).

1 11
FO)=0 = 52— 2+

1 1
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Por fin:

1 1 1 1
F(:U):51‘2111(.%—}—1)—Zx2+§x—§]n(x+1)__

EJERCICIO 59 [S/14]

La funcidn es la integral de su derivada. Integrando cada trozo:

f ) = %:rg—x2+a si <0
e’ —x+b si x>0

Comoes f(1) =1:

fA)=1—=e—-14b=1—>0b=2—¢
Como ha de ser continua:

f(O0=)=f(0+) 2 a=1-0+2—c¢
De donde resulta ¢ = 3 — e, y definitivamente nos queda
—%x3—x2+3fe siox<0

fx) =

e —r+2—e si >0

EJERCICIO 60 [S/14]

Integramos descomponiendo en fracciones simples:
z+9 a b

(x+1)(z—3) _$+1+:1c—3

Efectuando e igualando los numeradores:

)

six=3—>12=4b—-b=3
r+9=a(x—-3)+b(z+1) —
siz=—-1—=8=—-4a—=a=

De (*) la integral de la funcién es:

-2 3
I:/ dx+/—dx:—21n\x+1\—3ln|x—3|+C
r+1 x—3

Llamando F a la primitiva cuya grafica pasa por el punto (1, 0):
F(1)=0 - —2In2—-3In24+C=0 —- C=5In2
Por fin:

F(x)=—-2lnjzr+ 1| —3In|z — 3|+ 5In2
Y ya

EJERCICIO 61 [S/14]

Con el cambio sugerido:

2 =2 — 2tdt = dzx
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Y asi:

1 [x=t2] / 2t / 2t / 1
I=[| —da "= ————dt= | ———dt= | 57— dt
/ 22 (x + va) 22 (12 + t) 23 (t+ 1) 2(+1)
Descomponemos en fracciones simples, teniendo en cuenta que hay raices multiples en el denominador:
1L _ae b
2t+1) t 12

Efectuando e igualando los numeradores:

c
t+1(*)

sit=0—=1=b—=b=1
l=at(t+1)+bt+1)+ct? — { sit=-121l=c—oc=1
sit=1—1=2a+24+1—=a=-1

De (*) resulta:

-1 1 1 1
I=[=di+ [Zdt+ [ ——dt=—Inff| - > +jt+ 1]+ C
/t +/t2 +/t+1 nft] =+l 1+

1 1 1
—dt= [t2dt = —t! ==
[ma=| e N e

Deshacemos el cambio recordando que ¢ = v/x:

1
I:—ln|\/§|—\/—§+ln|\/§+1|+0

EJERCICIO 62 [S/14]

Integramos por partes, tomando la exponencial para derivar y la parte trigonométrica para integrar.

I= /emcosxd:v —exsenm—/exsenxdw—

=c"senz — [—excosx—l—/excos:cdx] =

=e"senx +e”cosx — [
Como vemos, se ha aplicado dos veces la integracién por partes y hemos obtenido
I =¢e"(senz+cosz) — I

Despejando
I= %cm (senz + cosz) + C
Llamando F' a la primitiva cuya gréfica pasa por el origen de coordenadas:
F(0)=0 — %+O:0 o czf%
Por fin:
1

1
F(z)= Ecm (senx + cosx) — 3
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EJERCICIO 63 [S/15] Calcula

Primero efectuemos la division:

Luego:

—z2 ( T —2 )
T qe= (14272 e
/w2+w—2 . / +$2+(L‘—2 N

Los ceros del denominador son:
P?4+r—-2=0—2zr=-2,2=1
Ahi, descomponemos en fracciones simples:

x—2 o a n b
(x+2)(x—1) z+2 z-1

[**]

Efectuando e igualando los numeradores:

sier=-2——-4=-3a—a=

Ol

r—2=a(z—1)+b(z+2) — {

siz=+41->-1=3p>bh=—1

De [*] y [**] resulta:

I:/—ldx—l—/;/ngda:-l—/;l—_/?d:c: —x+§ln|x+2| - %ln|x—1|+0
EJERCICIO 64 [S/15]
Si la tangente a la grafica de fen P (1,2) es horizontal , deducimos dos cosas:

1. Lapendiente de la tangente es la derivada: m=0= f'(1)=0

2. Sustituyendo la abscisa sale la ordenada: r=1l—y=2= f(1)=2

Integrando la derivada segunda obtenemos la derivada primera. Lo haremos por partes:

1
f’(m):/llnxdx:xlnx—/az-de:xlnx—x-l—C:x(lnx—l)—i—C
i d

De [1]:
ff)=0— -1+4C=0—C=1

Integramos ahora la derivada primera y sale ya la funcién. Volvemos por partes:

1 1 1 1 1
f@)= [z -(nz—Ddz=-2>(nz—1)—= [+ “dz==-2?(nz—1)— 2>+ D

11 11
)=2—= —~—-+D=2 = D=—
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Queda
1 5 3 5 11
2 4 + 4

EJERCICIO 65 [S/15]

Calcula

/ dz
(x —2) vV +2
Sugerencia: Vz + 2 =t.

Con el cambio sugerido:
tP=z+2 - z=1t"-2 — do=2tdt

Y asi:

1 [z:t2—2]/ 2t / 2
I = S — | = — dt = —dt
/(x—z)\/—xjuz v (2 —4) -t 24

Ahi, descomponemos en fracciones simples:

2 _a 4 b 4]
(t+2)(t—2) t+2 t—2

Efectuando e igualando los numeradores:

Slt:_2—>2:—4a_>a:_%
2=a(t—2)+b(t+2) —
sit=+42—-2=4b—>b=+1

De [*] resulta:

-1/2 1/2 1 1
= ——dt+ | —dt=—=In|t+ 2|+ - In|t — 2| +
/t 2diE /t 2dt 2rl| ‘ 2n|t |+C

Deshacemos el cambio recordando que ¢t = vz + 2:
1 1
I= —§ln]\/x+2—|—2| + §1n|\/x+ -2|+C

EJERCICIO 66 [S/15]

Como en el ejercicio 62, obteniendo:

2 1
/62‘r senzdr = e%* <5 senzx — gCOSJ)) +C

EJERCICIO 67 [S/15]

a) Como F' es una primitiva de f:
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b) Necesitamos obtener la expresion de la primitiva de f, asi que integramos. Observamos que es una
integral compuesta de tipo potencial:Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de F' en el punto
de abscisa x = e.

1
(Inz)® +C = Zln2w+C

N =

1 1
F(w)§/5-lnmdxi-

Como F'(1) = 2:
1
Z1n21+C:2—>C:2.

Por fin podemos obtener la ecuacién de la recta tangente pedida:

Y- Fe)=Fle)(—o) >y =5 (20

Limpiando:

>~ =3

! +
= —z
y 2e

EJERCICIO 68 [S/15]
Bueno, un delicioso ejercicio algebraico.

Primero hay que efectuar la division, después expresar como suma de fracciones simples (encima con raices
multiples en el denominador) y finalmente integrar. Un bonito ejercicio para una prueba de selectividad:

x4+ 1 1 1 2
L N 1- — _ =
x2(x —1) T x? :c+a:—1
Luego:
1, 1
F(:r)zix +x4+——Inz+2Injz—-1|+C
x
Como F'(1) = 2:

1 9
242+ 5+m240+C =2 C=—7

Por fin acabamos:
9

1 1
F(;U):§x2+:n+;—lnac+21n|m—1|—§
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