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Mates 11 Funciones, Limites y Continuidad

Enunciados

EJERCICIO 1 [S/87]
Se considera la funcién f definida por
f@)=2*2-2) , 2€]0,2)
y que cumple
flx+2)=f(x) , z€R

a) Interprete geométricamente esa condicion.

b) Representa grificamente la curva y = f (), analizando la continuidad en los puntos z = 2n.

EJERCICIO 2 [S/89]

Halla a para que sea continua la funcién definida por

3—x| si x>a
- |

r+4 si x<a

EJERCICIO 3 [S/90] [R]

Determine a para que se cumpla

lim (\/$2+afv+1—x) =2

r—r0o0

EJERCICIO 4 [S/90]

Razone si f (z) toma alguna el valor 5 cuando z varfa en el intervalo [3 , 4], siendo

f(z)=2° 62"+ 112 — 6

EJERCICIO 5 [S/91]
Pruebe que la ecuacioén 2 tar +br+c=0 siempre tiene alguna solucién real.

Estudie si eso es también vélido para st 4 ard fax® +cx+d=0

EJERCICIO 6 [S/91] [R]

Determine a para que se cumpla

z(x+a) 224+1]
z—=oo | T+ 2 xr—21

EJERCICIO 7 [S/92]

Analice si puede aplicarse el Teorema de Bolzano a la funcién y = tan x en el intervalo [7/3, 37 /4].
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EJERCICIO 8 [S/92]

Enuncie el Teorema de Bolzano-Weirstrass y calcule los valores extremos absolutos de la funcién definida
por f (z) = —x? 4 92 en el intervalo [0, 5]

EJERCICIO 9 [S/93]

Enuncie el Teorema de Bolzano para funciones continuas y compruebe que la ecuacién z° — 322 +1 =0
tiene tres raices reales.

EJERCICIO 10 [S/94]

Consideremos la funcién f definida por

f(z)

(Es posible definir f (0) = k, para algtn valor de k£, de modo que sea continua en todo punto?

1

:—1+el/w , x#0

EJERCICIO 11 [S/96]
Demuestra que tiene alguna solucién real la ecuacion

x _1
¥ 4+3 5

EJERCICIO 12 [S/96]

Halla a y b sabiendo que es continua la funcién f : R — R definida por

22 +1 si xz <0
flx)=¢ ar+b si 0<x<3
r—>5 s >3

EJERCICIO 13 [S/96]
Dibuja la gréfica de la funcién f : R — R definida por f (z) = |2z — |3 — 22| |.

EJERCICIO 14 [S/96]

x3 + 2r

—5——— consu asintota.
e +1

Determina el punto de corte de la curva y =

EJERCICIO 15 [S/97] [R]

Determina el valor k sabiendo que pasa por el punto (1, 3) la asintota de la curva de ecuacién

3+ kx?+1

vy= 2 +1
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EJERCICIO 16 [S/99]

Calcula las asintotas de la grafica de la funcién f definida para x # —1 por

22 +3x+1
fe)= =1

y estudia la posicion de dicha grifica respecto a sus asintotas.

EJERCICIO 17 [S/00] [R]

Determina a, by c para que la curva y = sea la siguiente:

a
24+br+c

EJERCICIO 18 [S/01] [R]

Calcula
1 —1—22
lim -5
x—0 X
EJERCICIO 19 [S/02] [R]
Sea f : R — R la funcién definida por
f(@) = ala — 4]

Esboza la grafica de f . ;Es continua en todo punto?

EJERCICIO 20 [S/02]

Considera la funcién f definida por

, x#1.

a) Calcula las asintotas de la grafica de f .

b) Estudia la posicién de la gréfica de f respecto de sus asintotas.
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EJERCICIO 21 [S/02]

Considera la curva de ecuacion

3 + 2
2 —2x—3

a) Determina sus asintotas.

b) (Corta la curva a alguna de sus asintotas en algin punto? Justifica la respuesta.

EJERCICIO 22 [S/03]

Considera la funcién f definida por

22242
oz +2

(x # ~2)

a) Halla las asintotas de la graficade f .

b) Estudia la posicién relativa de la grafica de f respecto de sus asintotas.

EJERCICIO 23 [S/03]

Dada la funcién f definida por

$3
y:
(

ta2? (z #—1)

a) Determina las asintotas de la grafica de f .

b) Obtén los puntos de corte, si existen, de dicha grafica con sus asintotas.

EJERCICIO 24 [S/07]
Sea f la funcién definida, para  # 2y © # —2, por

243
f(fL') - x2 _ 4
Determina las asintotas de la grafica de f.
EJERCICIO 25 [S/08]
Consideremos la funcién f definida, para = # 0 por
e’ +1

determina las asintotas de su gréfica.

EJERCICIO 26 [S/09] [R]

Determina la asintota de la gréfica de la funcién f : [1,4+00) — R definida por

fle)=Va?—z+=x
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EJERCICIO 27 [S/10]

Sea f la funcién definida como

2
b

f(z) = qr” + para x # a
a—x

Calcula a y b para que la graficade f pase por el punto (2,3) y tenga una asintota oblicua con pendiente

EJERCICIO 28 [S/13]
Sea f la funcion definida por

k

1@ = e aea =1

1
parax;&a,x;ﬁ§

Halla a y k sabiendo que la gréfica de f pasa por el punto (0,2) y que la recta = 2 es una asintota de ella.

EJERCICIO 29 [S/13]

Sea g la funcién definida por

3

5 Dbara T #n

g(x) = (

T —n)

Halla m y n sabiendo que la recta y = 2z — 4 es una asintota de la grafica de g.

EJERCICIO 30 [S/16]

Estudia y determina las asintotas de la gréfica de la funcién f : R — R dada por
x
Flz) = 2 +1

Calcula los puntos de corte de dichas asintotas con la grafica de f .

Distribucién tematica

Continuidad 1,10,11,19

Continuidad con pardmetros 2,12

Célculo de limites 18

Calculo de limites con pardmetros 3,6

Asintotas 14,16,20,21,22,23,24,25,26,30
Asintotas con pardmetros 15,17,27,29

Teoremas del valor medio 4,5,7,8,9,11
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Soluciones

EJERCICIO 3 []

Vamos a calcular el limite en funcién del pardmetro y luego igualaremos a 2. En primer lugar, si intentamos
un célculo directo, sin operar nada:

L= lim (\/x2+am+1—x) — 00 — 00 = {IND}

r—+00
Nos aparece una indeterminacién (ese limite puede ser cualquier cosa y el camino elegido no lo muestra).

Primer truco: multiplicaremos numerador y denominador por la expresién conjugada (igual que cuando se
racionaliza):

) (\/a:2+ax+1—x)(\/a:Q—i—am—i—l—l—x) i 2 +ar+1— 22 . ar +1
L= lim = lim = lim
z—+00 Vizt+ar+1+x zotoo\/r2 +ax+ 14+ 7ot vritar+1+x

Ahora parece peor, pero no lo es: un intento de cdlculo directo de nuevo nos lleva a una indeterminacion.
Usaremos un nuevo truco (el segundo) : dividiremos entre la potencia lider que, si nos fijamos bien, es x:

I a+1/x a+0 a
11m = s
e=too /T +afr+1/224+1 V14+04+0+1 2

jAh{ estd el limite al descubierto! Ahora lo igualamos al nimero deseado y sacamos el pardmetro:

I =

L:2—>g:2—>a:4

EJERCICIO 6

Vamos a calcular el limite en funcién del parametro y luego igualaremos a 2. En primer lugar, si
intentdramos un célculo directo, sin operar nada:
r(r+a) 22+1

L:mlirgo 12 e =00 — 00 =1ind

Nos aparece una indeterminacion (ese limite puede ser cualquier cosa y el camino elegido no lo muestra).
Vamos entonces a realizar todas las operaciones que hay ahi y luego intentaremos calcular el limite:
2 +tar 2241 (2P+ax)(z—-2)—(2®+1)(z+2) (4—a)2®—(2a+ 1)z —2

x4+ 2 r—2 (x+2)(x—2) x? —4

Asi que:

4—a)z?—2a+1)x—-2 4-—
I - lim 4—a)z®—(2a+1)x _ a

T—00 22 —4 T 1-a
Al final lo hemos sacado por la regla de los grados. Pero igualemos ya al nimero deseado y obtengamos a:

L=2—4—-a=2—a=2

EJERCICIO 15

3+ kx? +1

Observemos que y = 21

no tiene ceros en el denominador, por lo que no tiene asintotas
verticales.

Y el numerador tiene mayor grado que el denominador, asi que no tiene asintotas horizontales.
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Si hay asintota debe ser oblicua: y = max + n. Vamos a obtener su férmula (con la letra k) y luego
obtendremos el pardmetro obligando a que pase por el punto (1, 3)

3 2
f(m): im % tha”+1

m = lim 1
x—Foo I z—+00 3+
. ' 3 kx? 1 . ka? —xz+1
0=t - = (S ) = i S

Como la asintota y = x + k pasa por el punto (1, 3), sustituyendo:

3=14+k—=k=2

EJERCICIO 17

Como la funcién es racional, sélo puede ser
3 discontinua en los ceros del denominador.

5 Y en la grifica vemos que hay asintotas
/ \ verticales (discontinuidades de salto infinito)
paraz = —3yx = 1

1 0 \_.__e Asi que éstos son los ceros del denominador y
6 5 -4 -3 -2 - o 1 2 3 4 por ello:

- 24 br+c=(x+3)(x—1)

Efectuando e igualando:

-2
/ \ P dbr+ce=a422-3 > b=2,c=-3

I 1

Por otro lado, observamos claramente que la grafica pasa por el punto (0, —1); asf:

f(0)=-1— =—-1—>a=3

_
0+0-3

Resumiendo:

EJERCICIO 18

Calculemos el limite usando técnicas elementales:

o 1—1—2? 0 . (1=vV1=22) (1+V1—-2?) ) 2z 1 1
lim ————— = |- =IND| = lim = lim = ==
=0 T 0 20 22 (1+v1—2?) =027 (14+v1—-22) 1+1 2

Se ha simplificado ese numerador usando la igualdad notable (a + b) (@ — b) = a® — b*:

(1-VI—2) (14 Vi) =2 (Y2 = 1- 14w =22
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EJERCICIO 19
Primero, expresemos como una funcién a trozos. Observemos:

lz—4|=—-2+4 0 |z—4=2—-4

A
=
n @
N

A /

Luego
—224+4x si z<A4

f(w)=$\fv4|={ >

¢ —4x si xz>4

Podemos analizar algebraicamente la continuidad observando que, al ser polindmica a trozos, sélo podria ser
discontinua para z = 4 (separa-férmulas). Veamos detenidamente en este punto:

Valor: f4)=0

f(4=) = —-16+16 =0
(=) { f4+)=16—-16 =0

Limites: lim
rx—4

Concluimos que es continua para = = 4.

Para dibujar su grafica, manualmente basta un par de tablas de valores para representar los dos trozos de
pardbola que la componen. Aqui la tenemos con Geogebra:

——

£ 2

\N
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EJERCICIO 24

Asintotas verticales:

Aparecen en las discontinuidades de salto infinito. Como es una funcién racional veamos los ceros del
denominador:

22 —4=0—x==+2

Calculamos los limites para estar seguros (y que no se trate de discontinuidades evitables):

. 2 +3 7 ox%243 7
ml_l)rr_12$2_4—[6]—:l:oo y alcl—>m2m2—4_[6]_ioo

La grafica tiene dos asintotas verticales: x = —2y x = 2.

Asintotas horizontales:

Calculemos los limites en el infinito (usaremos la regla de los grados).

. z?+3 1
lim =-=1
r—too 2 — 4 1

Concluimos que hay una asintota horizontal: y = 1.
Asintotas oblicuas:

Al tener asintota horizontal tanto para x — —oo como para x — +00 no puede tener asintotas oblicuas.

EJERCICIO 26

Debemos leer detenidamente el enunciado y ser cuidadoso. Primero observemos el dominio: D = [1, +00)
Y en segundo lugar observemos que nos dice "la asintota", dando a entender que sélo tiene una.

La funcién no tiene saltos infinitos, al ser continua en todo su dominio, asi que no tiene asintotas verticales.

Comprobemos si hay horizontales viendo si el es finito el limite para z — +oc:

lim ( x2—x+m):+oo+oo:+oo

r—+400

Concluimos que no las tiene. Por ello, si hay asintota tendra que ser una oblicua y = mx + n:

A\ r2 _ 2 _ 2 _
m= lim Y TET gy <U+E>— lim (\/m 2x+1>—1+1—2
xr— 400 x xr— 400 xX xX xr— 400 x€X

: . o . (Va2 -z —2) (Va? -z + 1)
nzzgr—&{loo(f(x)_mx):zgrfoo( z2_$_$) _Igr—i{loo (\/m-i—x)

I —x —1 1
= 1m = = ——
zotoo \/r2 — x4+ 1+1 2

Concluimos que hay una asintota oblicua:
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