Nombre: Curso:
Matemdticas Il — Examen Final — 28/05/2021

EJERCICIO 1:
Sea la funcién f definida por
e’ —1

fay=4 @

24+zx+1 si x>0

si <0

a) [1] Analice su continuidad.
b) [1] Estudie su derivabilidad, obteniendo f’(x)

¢) [0,5] Halle la ecuacién de su recta tangente para = 1.

EJERCICIO 2:

Consideremos la funcién f : R — R definida por:
f(z) =2+ ax® + b + ¢

a) [1] Obtenga los valores de a, b y c sabiendo que su gréfica tiene un punto de inflexion para z = 0y que
presenta un extremo relativo en el punto (—1, 3).

b) [1,5] Sia =0, b= —3, ¢ = 1analice su monotonia. ;Cudles son los valores extremos en I = [0, 5]?

EJERCICIO 3:
Obtén la integral

dx

- [

T

Sugerencia: x = 1 + t*

EJERCICIO 4:

Obtén la siguiente integral de una funcién racional:

4+ 3
/332—3:1:dz

EJERCICIO 5:

a) [1,5] Obtengamos la siguiente integral indefinida:

/(a: —2)e"dx

b) [1] Calcula el drea que forma la curva y = (z — 2) e” con el eje de abscisas entre x = 0y = 3.

EJERCICIO 6:
a) [1,5] Dibuja y halla el 4rea del recinto delimitado por la paribola y = 2> — 4z y larecta 2z —y — 5 = 0.

b) [1] Calcula
3
/ |22 — 4| dx
0

Todo: 1-2 +4-6 + 7-8 + 10-11



Nombre: Curso:
Matemdticas Il — Examen Final — 28/05/2021

EJERCICIO 7: Sean las matrices
2 -1 1 -2 3 a b -1
a=( 3 5) (5 2%) e=(0 0 y)

a) [0,75] Halle los valores de a y b para que se verifique C - B* = A.
b) [1,25] Resuelva la ecuacién matricial X - A — 21 = A%
¢) [0,5] Halla una matriz Y tal que A +2Y = B - B".

EJERCICIO 8: Considera el siguiente sistema de ecuaciones

r + yv + 2z = a-1
2 + y + az = a
r + ay + 2z = 1

a) [1,5] Disciitelo segun los valores del pardmetro a.

b) [1] Resuelve el sistema para a = 2y obtenga una solucién con x + y = 2, si es que existe alguna.

EJERCICIO 9: Consideremos los vectores
u=(2,1,0) ,v=(1,0,-1), W= (a,b,1)
a) [1,5] Halle a y b sabiendo que los tres son linealmente dependientes y que « | 0.

b) [1] Para a = 1, ;cudndo el volumen del paralelepipedo formado por dichos vectores serd de 6 unidades
ctibicas?

EJERCICIO 10: Consideremos el punto y el plano definidos por
P(1,-1,1) , m:2x—y+224+4=0
a) [1,25] Halla el simétrico del punto P respecto del plano 7.

b) [1,25] Calcula el drea del tridngulo que determina el plano con los ejes de coordenadas.

EJERCICIO 11: Consideremos el punto y la recta
z+2
-1

A(1,2,3) , rix—1=y—6=

a) [1,5] Calcula las coordenadas de la proyeccién de A sobre 7.

b) [1] Halla la ecuacién del plano que contiene al punto A y a la recta .

EJERCICIO 12: Consideremos las rectas

z=-—1-2\ =2
r:q y= 0 , Ss:8 y=14+p
z= 24 A z=4—-pu

a) [0,5] Estudiemos su posicion relativa.

b) [1,5] Calculemos los respectivos puntos en sendas rectas que estdn a la menor distancia posible. ;Cudl es
esa distancia?

¢) [0,5] (Cuadl es la ecuacion de la recta secante y perpendicular comiin a ambas?

Todo: 1-2 +4-6 + 7-8 + 10-11



Matemadticas 11 Examen final

EJERCICIO 1:
a) CONTINUIDAD:

Solo puede ser discontinua para z = 0 (separa-férmulas), pues cada férmula define una funcién continua
en su trozo del dominio. Veamos detenidamente en este punto:

Valor: fO)=0*+0+1=1
fO0+)=0*+0+1=1
Limites: lim f(x) 01 1 x 0
f(o)_[o] T =7=1
Concluimos que es continua para © = 0.
DERIVABILIDAD:

Podemos aplicar directamente las reglas de derivacion para x # 0:
rze® —e® 41

f'(x) = v
2z +1 si x>0

si <0

Para x = 0, como f es continua podemos calcular las derivadas laterales como sigue:
0] v . 27 +xe” —p” . ge* & 1
/ — ) = — = _ = _ — = —
£ {o] Ry s T2 T 2
f(0+)=2-0+1=1
Concluimos al no coincidir que f no es derivable para = = 0, habiendo un punto anguloso.

b) La ecuacién de la tangente para x = 1les:
y—fM)=fQ)@-1) = y-3=3@-1) - y=3z

EJERCICIO 2:
a) Primero, derivemos dos veces la funcion:
flx)=a®+ax® +bx+c — f'(z) =322 +2ax+b — f'(xr) =6x+2a

Para x = 0 hay inflexi6n: f7(0)=0 = 2a=0 - a=0

Para x = —1 hay extremo: ff(-1)=0 = 340+b=0 - b=-3

Punto (—1,3): f(=1)=3 = -14+34+¢c=3 = c=1

Concluimos asi que

a=0,b=-3,c=1
b) Primero derivaremos y hallaremos los ceros de la derivada:
fl@y=2®-32x+1 = f(x)=322-3=0 — z==1

@+ 0 _ O + f/ f\ f/
® ® —>

L 4 4

-1 1 -1 1
Los extremos absolutos (mdximo y minimo) de una funcién derivable, en un intervalo compacto, se
alcanzan o en los bordes del intervalo o en los ceros de la derivada.
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Matemdticas 11

Examen final

Vamos a construir una tabla de variacién de la funcién en el intervalo compacto dado:

x ‘ 0 1 5
y \ 1 N -1
Minimo absoluto: (1,-1)
Maiximo absoluto: (5,111)

EJERCICIO 3:
Vamos a realizar el cambio de variable sugerido:
r=1+t>—=de=2tdt

La integral queda:

t2 2t2
I = —\/_ ‘2tdt:/—dt
241 241
Vemos que es una integral racional, donde haciendo la division:
c=2
(22) : (12 +1) —
r=-—2

-2
I:/<2+ >dt:2t—23rctant+0
t2+1

Finalmente deshacemos el cambiocont = vz — 1:

v —1
——dx =2Vx —1—2arctanvz — 1+ C
ver—1+1

EJERCICIO 4:

/ 4z + 3 da

x? — 3z

Observemos que el grado del numerador es menor que el del denominador y que
2 —3r =2 (x—3)

Descomponemos en fracciones simples:

4z — 3 _o. b
r(r—3) =z -3

Efectuando e igualando los numeradores:
dr+3=a(x—3)+br — {

Resultando:

4 —1
/ x+3dx—I—/—dx%—/Ldm—E)ln\a:—B]—ln\a:|+C
x z—3

z2 — 3x

José Alvarez Fajardo

six=0—3=-3a—a=-1

six=3—->15=3b—b=5



Matemadticas 11 Examen final

EJERCICIO 5:

a) Obtengamos la primitiva siguiente por partes:
/(w—2)'e‘”dx:(:n—2)-ex—/1-exdx:(x—2)-ex—ex+C:(x—3) e’ +C

b) Ahora calculemos los ceros para ver los puntos de corte de la gréfica con el eje de abscisas:

A z—=2=0—=2=2
f)=0—=(r—2)-e*=0
N e =0—1x=n0

Calculamos entonces separadamente, aplicando la Regla de Barrow:

Ilz/zf(m)divz[(:z3)-exr:z:eQ+3<0
0 z=
Igz/jf@)dx:[(x—3)-ex}i;z:eg>0—>z42=e2 (u?)

Luego el area del recinto, tomando sus valores absolutos es:
a(R)=A1+Ay=e*> -3 +e> =22 -3 (u?)

EJERCICIO 6:

1 V a) Para hallar los puntos de corte de dos graficas
A resolvemos el sistema formado por sus ecuaciones:

y=ax®—4zrylarecta2ez —y—1=0

\ y=2§—5 }Mx2—6x+5—0
i Yy=x — 4z

/
1] ES

Resolviendo y sustituyendo obtenemos que se cortan
en los puntos (1, —-3)y (5,5).

w

) La gréfica (pardbola y recta) es sencilla obtenerla con
. \ / dos tablas de valores, teniendo en cuenta los dos
puntos de corte.

N

w

El 4rea viene dada por:

5
! a(fR) :/1 22 — 5 — (2% —42)] dz

Ahora, simplificamos y aplicamos la Regla de Barrow:
3 =5
2 2
a(R) = {—I—+3x2—5x] _ B (—Z> = 3—u.a.
3 2=1 3

b) Expresaremos el integrando como una funcién a trozos. Es facil observar que el interior del valor
absoluto es cero para x = 2, que es negativo para x < 2y positivo para x > 2, por ello:

—2rx+4 si x<2
|22 — 4| =

20 —4 si x> 2

Asi que separamos la integral en dos y aplicamos Barrow:

I:/OQ(—295—|—4) da:—l—/23(2:1c—4) dr = [—x2+4$} + [x2—4xr:3=4—0+(_3)_(_4):5

r=2

=2

=0

José Alvarez Fajardo 3



Matemadticas 11 Examen final

EJERCICIO 7:
a) Efectuamos el producto e igualamos el resultado a la matriz A :
1 =2
B.ct— (® b -1 9 1 | = a—2b—-3 —2a—-b-1Y\ ([ 2 -1
~\b a O N —2a+b —a —2b S \-4 3
3 1
Para que sean iguales debe ser:
a—2b—-3 = 2
—2a—-b—-1 = -1
9%t bh = 4 —a=1,b=-2
—a—2b = 3

b) Si A tiene inversa, podemos despejar la matriz X :
X-A-21=A’=— X -A=21+4A% - X =(21+ 4% A"

A es cuadrada y tiene inversa:

R A— a1 13 4 15 05
det(d) =6-4=2 - A= e A =5 (7 5 ) =( 7y

Efectuamos ahora el paréntesis:
n 8 =5\ 10 =5
—-20 13 ) \-20 15

s (20
a2
10 -5 15 05
A —20 15>'< 2 1>

- (3)

A+3Y=B-B' 5 2Y=B-B'—A > Y =

Por fin hallamos X :
X = (21447471

Operando:

c) Es facil despejar:
- (B-B'— A)

N =

Efectuando las operaciones:

EJERCICIO 8&:
a) Para discutir, calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes y vemos cudndo es cero:

det(C) = —a® +3a — 2 lcl—:0>—>a:1,a:2

Casol:a#1ya##2.
Como det(C') # 0 y no hay mds de tres filas en la ampliada
rg(C) =rg(4) =3

S es compatible determinado.

José Alvarez Fajardo 4



Matemadticas 11 Examen final

Caso2:a = 1.
1 1 1]0 1 9 1 1]0
A=|2 1 1]1 <ﬂﬂLA2:‘ ‘¢oﬁﬂ$A§:C:0,A@:2 11 ][40
11 11 2 1 T 1 1
Deducimos de aqui que S es incompatible al ser:
rg(C) =2 #rg(4) =3
Caso 3:a = 2.
1 1 1|1 1 9 l 1 11
A= 2 1 2|2 ﬂﬂQAQZ‘ |¢035$A§:C:0,A§=2 1{2|=0
12 11 2 1 T 2 1

Deducimos de aqui:
rg(C) =rg(A)=2<3=n
S es compatible indeterminado con 3 — 2 = 1 pardmetro.

b) Del estudio anterior se deduce ademds que S equivale al sistema determinado por el menor Ag (z e y
incdgnitas principales y z como incdgnita libre o pardmetro):

g= r+y=1—- =z
| 22 +y=2-2z

Poniendo z = ¢ y reduciendo obtenemos la solucién:

(x,y,z)=(1-¢t,0,t) , teR
Observemos:
r+y=2—-1-t=2—>t=-1-(z,y,2)=(2,0,2)
EJERCICIO 9:
a) Soélo son dependientes cuando
2 1 0
det[u,7,W]=0—|1 0 -1 |0— —a+20—1=0 [¥
a b 1

Por otra parte:
ULlT—=U-7=0—=2a+b=0 [xx]
2
De [*] y [**] obtenemos facilmente que es a = ~ yb= 5
b) El volumen sefialado es el valor absoluto del producto mixto, asi:

A 20—2=46—>b=4
det [it, ¥, W] = 2b—2 — |2b—2| =6
N 2p—2=—-6—>b=—2

EJERCICIO 10:

a) Obtenemos la ecuacién de la recta r perpendicular al plano 7 (lleva la direccién del vector normal) que
pasa por P y calculamos el punto () interseccién de r con 7 (proyeccién):

z= 142\
y= 1— A 214N —(—1=-XA)4+2(1+2\)+4=0—=>92A4+9=0—> A=-1
z= 142\

José Alvarez Fajardo 5



Matemadticas 11 Examen final

Es:
Q=rNm=(-1,0,-1)

Como el punto medio del segmento PP’ es ()

P+ P
; =Q - P =2Q—P — P'=(-3,1,-3)
a) Puntos de corte del plano con los ejes coordenados:
Corte con eje X: y=2=0m— m:20+4=0 - z=-2 - A=(-2,0,0)
Corte con eje Y r=z=0m— 1:-y+4=0 - y=4 - B=(0,4,0)
Corte con eje Z: r=y=0r 7:2244=0 - 2=-2 - C=(0,0,-2)

El 4rea del AABC es la mitad de la del paralelogramo determinado por x@ y @ . Calculamos

—

T 7k
ABxAC=|2 4 0 |=-8T+47—8k=(-8,4,-8)
2 0 -2
Asi:
1 1 V144
A(AABC):§\EX@\:§ P = =6 (1)
EJERCICIO 11:
2
A(1,2,3) | r:x—lzy—(i:z—:
a) Para calcular la proyeccién @ de A (1,2, 3) sobre 7 usaremos el método del punto genérico:
r= 14X\
z+2
rix—1=y—6= ] ¢ y= 64X =>Q=(1+X,6+X1,-2-))
z=—-2-A

Queremos que sea@ 1 7.
A0 -5 =0 = A4+ A, —5-A)-(1,1,-1)=0 = A+ 4+A+5+A=0 > A= 3

Tenemos asi que
Q=(-2,3,1)

b) Ante todo, observemos que si la recta estd contenida en el plano, su punto P, = (1,6,—2) estd en el
plano y su vector director ¥, = (1,1, —1) estd en la direccién del plano. Asi tenemos para el plano:

Punto: A(1,2,3).
Vectores directores: 15;1—)4 =(0,4,-5),79, = (1,1,-1).
Su ecuacién es:
x—1 y—2 z-3
0 4 =5 |=0
1 1 -1
Desarrollando y simplificando:
r—5y—4z+21=0

José Alvarez Fajardo 6
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EJERCICIO 12:

x=—-1-2\ =2
T y= 0 , S =14u
z= 24 A z=4—-pu

a) Consideremos sus vectores directores 0, = (—2,0,1) y ¥s = (0,1, —1). Es
-2 0 1 S -
A 7 - — T s
o717 g AT
Tenemos por lo anterior que las rectas o son secantes o se cruzan. Tomamos un punto de cada recta
P.=(-1,0,2) y P, =(2,1,4)y calculamos

3 1 2
—
A = det[Ps P, , T, ,0s] =| =2 0 1 | # 0 —> se cruzan
0 1 -1

a) [Método del doble punto genérico] Expresemos cada punto en funcién de un parametro y obtengamos el
vector que determinan:
P=(-1-2X,0,2+))

}%1@:(3—%2)\71—%#,2—)\—#) P,
Q=(2,1+p,4—p)

La distancia minima se obtiene cuando P(j 1L vy P(j 1 v, asf:

' TN - 1 u=1 _—

PO-# = A+2u—1=0 |
Tenemos asi que
P=(1,0,1),Q=(2,2,3), PO =(1,2,2)
b) La distancia entre las dos rectas es :
d(r,s)=|PQl=v12 122 +22=v/0=3 [u
¢) La copersecante (comun perpendicular secante) es la recta que pasa por Py Q:

x—1 y z-—1
1 2 2
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