Nombre: Curso:

Matemdticas Il — Examen Final

EJERCICIO 1:

Sea la funcién f definida por

-3
si <0
f(z) = x+3

e ™2 -2 si x>0
a) [1,25] Analiza su derivabilidad, obteniendo f’(x).
b) [0,75] Obtén sus asintotas.
¢) [0,5] Halla la ecuacién de su recta tangente para x = —1.
EJERCICIO 2:
Calcula el limite siguiente segtin los valores de a:

e —x —1

lm ——
z—0 1 — cos(2x)

EJERCICIO 3:
Consideremos la funcién dada por f : [0, 8] — R definida por:
f(z) =2+ ax® +bx + ¢

a) [1,5] Obtén los valores de a, b y c sabiendo que su grifica tiene un punto de inflexién para * = 3 y que
en él la recta tangente es y = —12x + 37.

b) [1] Paraa = —9, b = 15, ¢ = 10 obtén sus valores extremos.

EJERCICIO 4:

En un terreno llano se desea acotar una parcela rectangular usando 110 m. de valla metélica para vallarla,
dejando en uno de sus lados una abertura de 10 m. sin vallar tal y como se muestra en la figura:

abertura

Halla las dimensiones de la parcela rectangular de drea mdxima que puede acotarse de esa manera y el valor
de dicha drea.

EJERCICIO 5:

Obtén la integral

I:/\/de

r+1

. 2
Sugerencia: * = t°.

Todos los ejercicios tienen una valoracién méxima de 2,5 puntos.
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EJERCICIO 6:

Obtén la siguiente integral de una funcién racional:
3z +1
d
/ 22 — 5z o

Consideremos la funcién f: R — R definida por
f(z) = 3z cos(x)

Obtén el area del recinto delimitado por su gréfica y el eje de abscisas entre las rectas z =0y x = 7.

EJERCICIO 7:

EJERCICIO 8:

a) [1,25] Halla el 4rea del recinto delimitado por la pardbola y = 2 —4 ylarecta2r —y —1=0.

b) [1,25] Calcula
4
/ |z — 9| da
1

EJERCICIO 9:

Sean las matrices

2 —4 1 -2 3 a b -1
A_<—1 3) B_<—2 -1 1) C_<b a )

a) [0,75] Halle los valores de a y b para que se verifique B-C*' = A

)

b) [1,25] Resuelva la ecuacién matricial X - A + A2 =1.
¢) [0,5] Halla una matriz Y tal que A+ 3Y = B - Bt

EJERCICIO 10:

Sea la matriz

a) [0,75] Determine para qué valores del pardmetro m la matriz tiene inversa.
b) [0,75] Discuta el rango de D.
¢) [1] Calcule D! para m = 2.

EJERCICIO 11:

Una empresa envasadora ha comprado un total de 1500 cajas de pescado en tres mercados diferentes, a un
precio por caja de 30, 20 y 40 euros respectivamente. El coste total de la operacién ha sido de 40500 euros.
Calcula cudnto ha pagado la empresa en cada mercado, sabiendo que en el primero de ellos se ha comprado
el 30 % de las cajas.

Todos los ejercicios tienen una valoracién méxima de 2,5 puntos.
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EJERCICIO 12:

Considera el sistema de ecuaciones

r + y + z = =2
-Ar + 3y + z = 7
z + 2y + (A+2z = =5

a) [1,5] Clasifica el sistema segin los valores del parametro .

b) [1] Resuelve el sistema cuando tenga mas de una solucidn.

EJERCICIO 13:
Dados los puntos
A(1,1,1) , B(-1,2,00 , C(2,1,2) , D(t,—-2,2)
a) [0,75] Determina el valor de t para que sean coplanarios.
b) [1] Para ¢t = 5 halla la interseccion de las rectas AC'y BD.
¢) [0,75] Halla el érea del tridngulo ABC'.

EJERCICIO 14:

Dadas las rectas

z = 1-54 z—2+11 = 0
T y = —243)\ , S§:
2 o= 242X y+2-19

a) [1,25] Estudia su posicion relativa.

b) [1,25] Halla la ecuacién general del plano que es paralelo a r y contiene s .

EJERCICIO 15:
Sean los puntos
A(1,1,1) , B(-1,2,0) , (C(2,1,2)
a) [1] Halla la ecuacién del plano perpendicular al segmento AB que contiene al punto C .

b) [1,5] Halla la proyeccién del origen de coordenadas sobre el plano que pasa por los puntos A4, By C.

EJERCICIO 16:

Consideremos

P(1,4,-2) ., r: =2 =

a) [2] Halla el punto simétrico de P respecto de 7.

b) [0,5] ;Existe algtn punto de la recta cuya distancia a P es 2? ;Y a distancia 3?

Todos los ejercicios tienen una valoracién méxima de 2,5 puntos.
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EJERCICIO 1:

a)

b)

CONTINUIDAD:

Sélo puede ser discontinua para x = —3 (cero del denominador) y para x = 0 (separa-férmulas), pues
cada férmula define una funcién continua en su trozo. Veamos detenidamente en estos puntos:

x=-3
Valor: f(=3) = No existe
-3
f(=3-) = [7—0} = +00
Limites: lim f(x)
40
Concluimos que hay una discontinuidad de salto infinito para x = —2.
-3
Valor: f(0) = 5 = -1
-3
f0-) =52 =1
Limites: lim f(z) 3
x—0

f0+)=e"—2= -1
Concluimos que es continua para = = 0.
DERIVABILIDAD:

Podemos derivar cada trozo directamente:

3
flz)=¢ (@+3)?
—2e ™™ s x>0

si <0

Para x = —3 es claro que no hay derivada.

Para x = 0, como f es continua podemos calcular las derivadas laterales como sigue:
3 1

D.L. FO-)=3=3

f(04) =—2e" = -2

Concluimos que f no es derivable para = = 0, habiendo un punto anguloso.

Asintotas verticales: como lim f(x) = +o00
r——3
r=-3
Asintotas horizontales: calculemos los limites en el infinito.
-3 -3

i = I = [—} =0 — y=0

lim f(z)= lim (e -2)=e>®-2=0-2=-2 - y= -2
r—-+o00 Tr—+00

Tenemos asi dos asintotas horizontales.

Asintotas oblicuas: no existen pues hay horizontal x — —oc y para ¢ — +00
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¢) La ecuacién de la tangente para x = —1 es:

Y- FC)=FD@EHD) 5y D=1 5 y=oe o

EJERCICIO 2:

e —p—1 e —0—1 [0}
lim = = |2
z—0 1 — cos(2x) 1 — cos(0) 0

Aplicando la Regla de L'Hopital:

ae® —1 a—1
- [
;plg%) 2sen2x 0 ]

Caso @ # 1: es [*] un limite infinito (numerador tiende a nimero no nulo y denominador a cero):

L= [“_1} = +o0

0
Caso a = 1: es [*] una indeterminacion, que resolvemos aplicando otra vez L'Hopital:
-1 v 1
z—0 2sen2x 0 z—0 4 cos2x 4

EJERCICIO 3:
a) Primero, derivemos dos veces la funcion:
flxy=a®+tar* +bx+c — f(r)=32>+2ax+b — f'(r) =62+ 2a
Para x = 2 hay inflexion asi:
f'2)=0 = 124+2a=0 — a=—6

Para x = 2 larecta tangente es y = —12z + 37, de donde deducimos dos cosas:
La pendiente es m = —12: f'3)=-12 — 27T —-54+b=-12 — b=15
La ordenada es y(3): fB3)=1—=27T-81+45+c=1 = c=10

Concluimos asi que
a=—-6,b=15,c=10

b) Los extremos absolutos (maximo y minimo) de una funcién derivable, en un intervalo cerrado, se
alcanzan o en los bordes del intervalo o en los ceros de la derivada.

Asi, primero derivaremos y hallaremos los ceros de la derivada:
flx)=2%-922 + 1524+ 10 — f'(z)=32> —18z+15=0 - 2=1,2=5

Vamos a construir una tabla de variacién de la funcion en el intervalo compacto dado:

x| 0 1 5 8
y ‘ 10 ) 20 N -5 2 66
Minimo absoluto: (5,—15)
Maiximo absoluto: (8,66)
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EJERCICIO 4:
abertura Llamando a las dimensiones tal y como vemos en el dibujo:
y 2+ +2x—-10=110 - y=60—=x
0JO: Observemos que debe ser 0 < x < 60.
x

El 4rea del recinto rectangular es lo que tenemos que maximizar (largo por ancho):
f(z) =z (60 —x) = 60x — 2*

Derivamos e igualamos a cero:
f(x)=60—2x=0 = =30

Estudiemos el signo de la derivada y deduzcamos la variacién de f:

+ 0 _ f7 N
® ) ® mmm) | Miximoen x =30
30 30

Concluimos que el recinto debe tener 30 metros de ancho y 30 metros de largo.
La superficie del recinto de maxima drea es

S =30-30 =900 m?

EJERCICIO 5:
Vamos a realizar el cambio de variable sugerido:
r=1 - dr=2tdt

La integral queda:

V2 212
I= -2tdt:/dt
241 241

Vemos que es una integral racional, donde haciendo la divisién:

c=2
(26%): (P +1) —
r= -2
-2
I:/<2+ > dt = 2t — 2arctant + C
t2+1
Finalmente deshacemos el cambio con t = v/z:

VT _
/mdx—Q\/_—Qarctan\/E+C

José Alvarez Fajardo 3
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EJERCICIO 6:

3z +1
d
/ 2 — bz .
Observemos que el grado del numerador es menor que el del denominador y que
7? —b5r =2 (z —5)
Descomponemos en fracciones simples:
3z +1 a b
- =4
x(x—5) = x-5
Efectuando e igualando los numeradores:

Si$:0—>1:—5a—>a:_%
3x+1=a(x—-5)+br —
Si$:5—>16:5b—>b:%

Resulta:

_1 16

I= [ —=2dx+ / 5 _dzx

T -5

Definitivamente:
3z+1 1 16
/x2 & dz = —gln|:v] + Eln|x—5\ +C

EJERCICIO 7:

Vamos a estudiar el signo de la funcién. Para ello, recordemos la grafica de la funcién coseno:

A

2

B

. . .. . . . .. . ™
En el intervalo de integracién f tiene el mismo signo que el coseno: es positiva en el intervalo [0, 5] y

: T
negativa en [E ,7[':|.

Asi que el drea del recinto indicado viene dada por:
7 ™
a(R) :/ f(m)dx—/ f(z)dx
0 3

Hallemos la primitiva siguiente por partes:

/3:ccosxdx:3$sen$—/3senmd$:3xsenx+3cosx+0

José Alvarez Fajardo 4
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Aplicando ahora la Regla de Barrow a las dos integrales definidas anteriores:

Z
/ zcosxdr = [3xsenw+3cosw}
04

r

2

Luego

EJERCICIO 8:

rcosxdr = [3:vsen:v+3c:oszv}

4
5 J
4

-3

v b

Ahora, simplificamos y aplicamos la

a(®R)

- r=3
—ﬁwﬂ¥+4

=3 37
=="_3
=0 2
r=T7 _ _3 _ 3_7T
=5 2
3 3
=77T—3+3+77T=37r u.a.

a) Para hallar los puntos de corte de dos gréficas resolvemos el
sistema formado por sus ecuaciones:
y=a>—4dylarecta2z —y —1=0
y:zz_l } igualando 229 —3—=0
y=x°—-4

Resolviendo y sustituyendo obtenemos que se cortan en los
puntos (—1,—3)y (3,5).

La grafica (pardbola y recta) es sencilla obtenerla con dos tablas
de valores, teniendo en cuenta los dos puntos de corte.

b) El area viene dada por:
3
/.
:9_(
1

r=—

a(R)

Regla de Barrow:
3

3 3

c) Expresamos el integrando como una funcién a trozos. Los ceros del interior del valor absoluto:

El signo de 22 — 9 es:

2?2 —9=0—>x=43

+ 0 - 0 +
i i
L L
x=-3 x=+3
Resulta asi:

22 -9 si < -3
|z —1]=¢ —224+9 si -3<x<+3
22 -9 si > +3

Asi que separamos la integral en dos:

4 3 4
/|x2—9|dm:/(—x2+9)dx+/(m2—9)dm
1 1 3

José Alvarez Fajardo
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Aplicamos la Regla de Barrow:

9 x x 28 10 38
Soldo=|-T 490| +|Z e =Z4P=F
/1]x | dz 3+xx:1+3 a:z:3 3+3 3
EJERCICIO 9:
a) Efectuamos el producto e igualamos el resultado a la matriz A :
B-C"—(l_Q 3>. .o _(a—2b—3 —2a—|—b>_<2—4>
“\—2 -1 1 @)=\ —2a-b-1 —a-20)"\-1 3
-1 0
Para que sean iguales debe ser:
a—2b—3 = 2
—2a—-b—-1 = -1
9atb — -4 —a=1,b=-2
—a—2b = 3

b) Si A tiene inversa, podemos despejar la matriz X :
X A+4=1 -5 X-A=1-4A* > X=(1-4%) 47"

A es cuadrada y tiene inversa:

1
A =6—-4=2 A7l = — . Adj(A) =
det(A) =6 — det(A dj(A)

~—

Efectuamos ahora el paréntesis:

e 10)_(8—20)
IA_<01 -5 13
Ay a1 (T 20>'(1.5 2)
X=@-)at=(TT W) (2]

-0.5 6
X = ( 1.5 =2 )

¢) Es fécil despejar la incégnita: A +3Y = B - B*

Il
/
|
[GARNN |
|
= DN
[\l )
S~

Por fin hallamos X :

Operando:

A*+3Y=B-B' - 3Y =B-B'-A® - Y =_.(B-B" - A%

1
3

Efectuando las operaciones:

EJERCICIO 10:
a) Calculemos su determinante y veamos cudndo es cero.

—1£5 » m=-2

det(D)=—-m?+m+6 - —m*+m+6=0 - m=
-2 N m=3

José Alvarez Fajardo 6
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De ahi deducimos:
Sim=-26m=3 — det(D)=0 — No existe D7!
Sim#-2ym#3 — det(D)#0 — Siexiste D7!
b) Es fécil observar que hay un menor de orden 2 distinto de cero y que no depende de m:

1 0

AQ“l 1|70

Caso 1: m # —2 y m # 3. Tenemos que det(D) # 0 siendo D cuadrada de orden 3: rg(D) = 3
Caso2: m = —2 6 m = 3. Ahora det(D) = 0 pero Az # 0: rg(D) = 3
¢) Segitin lo anterior, para m = 2 es D invertible.

det(D) =—-22+2+6=14

) 2 —-1 2
2 —6 -2 —>D‘1:Z- -6 -1 6
AdjD)=[ -1 -1 -1 -2 -1 2

2 6 2

EJERCICIO 11:

Sean

2 el nimero de cajas del mercado 1
y el nimero de cajas del mercado 2

z el nimero de cajas del mercado 3

Total de calcetines es 1500:
T +y+ 2z = 1500 [1]
Coste total es 40500 €:
302 + 20y + 40 = 40500 [2]
En el mercado 1 adquiri6 el 30% del total:
x = 0.30 - 1500 = 450 [3]
Si sustituimos [3] en las ecuaciones [1] y [2] y simplificamos, obtenemos el sencillo sistema:

y+ 2z =1050
— z =300, y =750
y+ 2z = 1350
Tenemos asi que pagé:
Mercado 1: 30 x 450 = 13500 euros
Mercado 2: 20 x 750 = 15000 euros

Mercado 3: 40 x 300 = 12000 euros

José Alvarez Fajardo 7
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EJERCICIO 12:

a) Para discutir, calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes y vemos cudndo es cero:

det(C) = A2 +3x+2 =% = 2 a= 1

Casol: A #£ -2y A # —1.
Como det(C') # 0y no hay mds de tres filas en la ampliada
rg(C) =rg(4) =3

S es compatible determinado.

Caso 2: A = —1.
1 1 1] -2
A= 1 3 1|7
1 2 1]-5

Observemos los menores:
A2_| ‘¢OM>A§_\C|—O,A§_1 3| =714#0
13 1 2 -5

Deducimos de aqui que S es incompatible al ser:

rg(C) = 2 # rg(4) = 3

Caso 3: A\ = —2.
1 1 11]-2
A=1[2 3 1| -7
1 2 0|5

Observemos los menores:

11 l 1 1] 2
AQ:‘Q 3‘¢OM>A§:|C|:0,A§: 2 -7 1=0

1 2 -5
Deducimos de aqui:
rg(C)=rg(A)=2<3=n
S es compatible indeterminado con 3 — 2 = 1 pardmetro.

b) Del estudio anterior se deduce ademds que S equivale al sistema formado con las dos primeras
ecuaciones (filas de Az), con x e y como incdgnitas principales (columnas de Az) y z como incégnita
libre o pardmetro:

_ T+ y=-2-=z
| 2243y =-7T—2

Poniendo z = ¢ y reduciendo obtenemos la solucién:

(x,y,2)=(1-2t,-3+t,t) , teR

José Alvarez Fajardo 8
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EJERCICIO 13:

Dados los puntos
A(1,1,1) , B(-1,2,0) , C(2,1,2) , D(t,—2,2)

a) Los puntos serdn coplanarios si es cero el determinante:

21 -1
det[AB,AC,AD]=| 1 0 1|=t—5
t-1 -3 1

Luego s6lo son coplanarios cuando ¢ = 5.

b) Es facil obtener las ecuaciones paramétricas de las rectas AC y BD:

r=1+A rz=—-1+4+6u
AC: < y=1 , BD:<{ y= 2—4pu
z=14+2A z= 042

Sabemos de lo anterior que son secantes. Igualamos las ecuaciones paramétricas:

1+A=—-1+6u
1= 2—4p | > A=—=,u=-
1+A= 0+2u

Sustituyendo en cualquiera de las dos rectas, se obtiene que ambas se cortan en el punto:

1 1
y = _717_>
@y.9= (51,3

¢) El drea del tridngulo ABC' es la mitad de la del paralelogramo determinado por los vectores E y @ .

Calculamos
T 7k
ABXxAC=|—-2 1 —1|=i4+7+-FK=(1,1,-1)
1 0 1
Ast:

o (NABC) = % A8 x AC| = %VIQ (1) = ? (wa.)

EJERCICIO 14:

Pasemos primero s a paramétricas:

— _1142)
e—2+1l = 0 x
: Y N y = A Po=(=11,0,19) y @ = (2,1, -2)
2y+2-19 = 0 2 = 19—2\

a) Para estudiar su posicién relativa primero veamos si son proporcionales sus vectores directores:
" . 5,3, 3 -
/UT:(—5,3,2>,'US:(2,1,—2) — 7#1#_—2 —)'UTH/'US

Tenemos por lo anterior que las rectas o son secantes o se cruzan. Tomamos un punto de cada recta y

José Alvarez Fajardo 9
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calculamos
—-12 2 17
A =det| PP, , T, ,Us| = -5 3 2 |=-103#0
2 1 =2

Concluimos que las rectas se cruzan.

b) Como s estd contenida en el plano, un punto de éste es Ps = (—1,0,19). Y los vectores directores de las
rectas U, = (—5,3,2) y ¥ = (2,1, —2) determinan la direccién del plano. Su ecuacioén es:
r+11 y z-—-19
-5 3 2 =0
2 1 —2

operando

—8xr — 6y — 1124+ 121 =0

EJERCICIO 15:
Sean los puntos
A(1,1,1) , B(-1,2,0) , C(2,1,2)
a) Hallemos la ecuacién del plano perpendicular al segmento AB que contiene al punto C'.
Punto: C(2,1,2)
Vector normal: AL = (—-2,1,-1)
Ecuacién:
-2 (z—-2)+1-(y—1)—1-(2—2)=0 - —2z+y—2+5=0
Nota: también podriamos poner — 2z + y — z + d = 0 y ahora hallar d para que pase por C"
—441-24d=0 = d=5
b) Primero obtendremos la ecuacion del plano que pasa por los puntos A, By C.
Punto: A=(1,1,1)
Vectores directores: /@ =(-2,1,-1), ﬁ =(1,0,1)
Su ecuacién es:

r—1 y—1 z-1
Tl =2 1 -1 |=0 > 2z4+y—2—-1=0
1 0 1

Ahora obtendremos la recta perpendicular al plano que pasa por el origen de coordenadas (observemos
que el vector normal 77 = (1,1, —1) al plano es director para la recta):

=04+ A
r:¢ y=0+2A
z=0—A\

Sustituyendo 7 en 7 obtendremos la proyeccion @ de O = (0,0, 0) sobre 7:
1 11 1
AAAFA—1=0 = A= :(,,,,q>
+ A+ — 3 —+ Q 3'3° 73
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EJERCICIO 16:
Consideremos

w—l_g_z—i—l
2 2 -1

a) Primero calcularemos el punto proyeccién @) de P (1,4, —2) sobre r.

P(1,4,-2) , r:

Expresamos () en funcién de un pardmetro:

r= 142\
r: y= 20 =2 Q=(14+2)1,2\,-1-))
z=—-1— A

Queremos que sea P(j 1 7,

PO-7 =0 — (22,20 —4,-A+1)-(2,2,-1) =0 = OA—9=0 — A=1

Tenemos asi que

Q = (3 ) 2 ) _2)
El punto @ es el punto medio del segmento que une P con su su simétrico P’. Asf:
P+ P
+2 =Q - P=2Q—P — P =(5,0,-2)

b) Veamos cuil es la distancia de P a r:
d(P.1)=[PQI = V(@ + (-2 + 02 =B
No existe P.cond (P, P,) =2 < V8.
Siexiste P.cond (P, P,) =3 > V8.

Observemos que habra en este caso dos soluciones P; y P» de manera que PP, P serd un tridngulo
isdsceles con los lados iguales midiendo 3 y cuya altura serd P() que mide V8.
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