EL Espracio EucLiDEO

Probucto EscALAr, M6ODULO Y ANGULO

PERPENDICULARIDAD

Se llama producto escalar @ -7 de los vectores
U= (uy,ug,us)y v = (v1,v2,vs) al nimero:

U - U = urv1 + U2 + Uzv3

El médulo de ¢ = (v1 ,v2,v3) es el nimero dado por
|U] = \/v} + v3 + v3
Un vector se dice unitario cuando tiene moédulo 1.

El dngulo ¢ que forman los vectores no nulos @ y ¢ es
el que verifica
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Probpucto VECTORIAL

Se llama producto vectorial « x ¥ de los vectores
4= (u1,u2,us)y 0= (v1,vs2,vs3) al vector:
7k
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Es # x ¥ perpendicular a ¥ y U a la vez y su sentido es
el del avance del sacacorchos que girade @ a v.

Su longitud es igual al drea del paralelogramo que
determinan @ y v'. Se deduce de esto que:

o (MNABC) = % AL x AC|

Propucto MixTo

Se llama producto mixto [@, 7, W] de @ = (uy , ug , us3),
U= (v1,v2,v3)y W= (w1 ,ws,ws) al nimero:

[@,V, W] =u- (¥ x W)
Su expresion analitica es muy sencilla:

up U2 Uuj
[IT s ’U, U_f] = (%} V2 Vs
w, W2 W3

Y se comprueba que su valor absoluto es igual al
volumen del paralelepipedo que determinan @, ¥ y w.
Por ello, el volumen de un tetraedro es:

1
¥ (ABCD) = < |[@, 7, ]|

Vectores ortogonales:
Ulv<=u-v=0
Vector normal a un plano:
mrarx+by+cz+d=0—-1=(a,b,c)

Ecuacién de plano que pasa por P = (zo,Yo,20) ¥
cuyo vector normal es 7 = (a,b,c):

mra(x—x0)+b(y—yo)+c(z—2)=0

Dos planos son perpendiculares cuando lo son sus
vectores normales.

7lr<—naln
Perpendicularidad de recta y plano:
rlom<—7d. |7

Una recta r es paralela a un plano 7 cuando su vector
director es ortogonal al vector normal al plano

rl|rT<=71v. L7

DistANCIAS

Distancia entre dos puntos:
d(4,B) " (4B

Distancia del punto P = (zo,¥%0,%0) al
miar+by+cz+d=0:

plano

i |a$0 + byo + czo + d|

va? + b2+ c?
Distancia entre planos paralelos: se toma un punto de
uno de ellos y se halla la distancia al otro plano.

d(P,m)

Distancia entre recta y plano paralelos: se toma un
punto de la recta y hallamos la distancia al plano.

Distancia de un punto a una recta:

Distancia entre rectas paralelas: se toma un punto de
una de ellas y medimos la distancia a la otra recta.

Distancia entre dos rectas que se cruzan:
55 - =
[P P 5, 3]

[T X Us]

d(r,s)=
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EL Espracio EucLiDEO

PROYECCION SOBRE UN PrLANO

DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS QUE SE CRUZAN

Para hallar la proyeccion del punto P sobre 7, se halla
primero la recta r perpendicular a ™ por ese punto
(tomamos U, = 77).

El punto proyeccion @ es la interseccion del plano con
la recta perpendicular r (pie de la perpendicular).

La distancia de P a 7 es

d(P,7) = PG|

El simétrico P’del punto P cumple
P+ P
+T —Q P =20-P

PROYECCION SOBRE UNA RECTA

Queremos hallar la proyeccién de P sobre r.

Hallamos primero el plano 7 perpendicular a r por ese
punto (tomamos 77 = ¥y.).

Asi el punto proyeccién () es la interseccion de dicho
plano con la recta r (pie de la perpendicular).

Observemos que:
La distanciade P ar es

d(P,r)=|PQ
El simétrico P’del punto P cumple
P+ P
2
La perpendicular y secante a 7 por P es la recta P(Q).

=Q - PP=2Q—-P

Mitopo pEL Punto GENERICO

Muy utilizado cuando se quiere hallar el punto de una
recta que cumple una condicién.

Se pone la recta la recta en paramétricas y se expresa el
punto buscado en funcién del pardmetro. Ahora
usamos la condicién para conseguir una ecuacién cuya
incégnita sea el pardmetro. Al resolver la ecuacién
obtendremos el valor del pardmetro correspondiente al
punto buscado.

Ejemplo: hallemos en la recta r el punto P cuya
distancia a un plano 7 sea igual a d. Ponemos la recta
en paramétricas y el punto es el correspondiente al
valor del pardmetro que cumpla la condicién

d(P,m)=d

Dadas dos rectas r y s la distancia entre ellas es el
—
modulo del vector P, Ps donde se cumple:
> = 55 -
P.Ps v, =0y PPs v, =0
La recta I Ps es perpendicular y secante comiin.
Nota importante: el vector U, X Us es perpendicular a

—
ambas rectas y por ello es paralelo a P, Ps, pero puede
no tener la longitud que separa las rectas.

ANGULOS

El 4angulo entre dos rectas es el agudo determinado por
dos cualesquiera de sus respectivos vectores directores.

El 4ngulo entre dos planos es igual al dngulo agudo
determinado por sus vectores normales.

El angulo entre una recta y un plano es igual al
complementario del angulo agudo determinado por un
vector director de la recta y uno normal al plano.
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