3 CALcuLo DE PRIMITIVAS

PriviTIvA E INTEGRAL INDEFINIDA

TaBLA DE INTEGRALES COMPUESTAS

Sea f una funcién continua definida en el intervalo [

a) Una primitiva de f es una funcién F' que cumple
F'=fenl.

b) Al proceso por el que se obtiene F' a partir de f se
le llama integracion.

c¢) Cualquier primitiva de y = f(z) es de la forma
y=F(x)+C donde C es una constante
cualquiera.

d) Esto se expresa con la notacién de Leibnitz:
/f(w) de = F(z)+C

y se dice que la integral indefinida de y = f(z) es
y=F(z)+C.

LINEALIDAD

Si f y g son funciones continuas definidas en el
intervalo I, para todo par de nimeros o y 3 es:

[lat@) + 89 de = a [ f@)ds+ 6 [ (@) ds

TaBLA INTEGRALES (SIMPLES)

De la Regla de la Cadena se deduce:
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INTEGRACION POR PARTES
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Se basa en aplicar la férmula

Jua=rc-[u-e

donde G es una primitiva de g.

Se usa obtener primitivas relacionadas con el producto
de funciones y en ocasiones:

« debe aplicarse reiteradamente.

« al aplicarlo vuelve a aparecer la integral inicial y
se resuelve con una ecuacién funcional.

+ se usa para una dnica funcién, multiplicindola por
1 y tomando éste como factor a integrar.

Ejemplo: aqui una integral por partes

% /sen(3x) dz

é cos(3z) + C

1
/x cos(3z)dx = z- 3 sen(3x) —
1
= 32 sen(3z) +

Ejemplo: aqui tomamos 1 como parte a integrar

3
/arctan(f)’x) dz = =z -arctan(3z) — /x 11022 dz =

1
= czarctan(3z) — 5 In(1+92%) +C
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CALcuLo DE PRIMITIVAS

FuncioNEs RACIONALES

Son integrales de la forma siguiente

/ G
q(x)
donde p y ¢ son polinomios.

Si el numerador no tiene grado menor dividiremos:

p(x) r(x)
T RTE)
y ya en la dltima el grado de r es menor que el de q.

Caso 1: denominador de primer grado.
Es una sencilla integral que proviene de un logaritmo:

3 3 2 3
== = —-In2z —
/2x—5d$ 2/21__5dsc 2na: 5+C

Caso 2: denominador con raices reales simples.

Se expresa el cociente de polinomios como una suma
de fracciones simples que provienen de logaritmos:

r+1
I=| ———d
/x2—|—5x o

Descomponemos:
L—H — E L (*)
z(r+5) z x+5

Sumamos e igualamos numeradores:
r+1=a(x+5)+bx

4
Haciendo x=-5— —-4=-5b—b= 5

1
Haciendo ¢7c:0—>1:5a—>a:g

De la descomposicién de (¥) resulta:

1 4 1 4
I:/édx—i—/ > _—dz = —Inl|z|+ - Injz +5/+C
) x J x+5 5

5
Caso 3: denominador con raices reales multiples.

También descomponemos en fracciones simples, que
provienen de logaritmos y cocientes:

2
I=/(m+x+3 da

x—2)(x+1)2
Descomponemos:
2> +x+3 a b c
= + + ()
(z—2)(z+1)2 z—-2 z+1 (x+1)2

Sumando e igualando numeradores:
2 +rx+3=alz+1)? +b(x—2)(z+1) +c(z—2)

r=—-1—23=c-(-3)—>c=-1
r=2—-9=a-9—a=1

Haciendo
Haciendo

Ahora haciendo, por ejemplo, = 0 obtenemos:
3=a—2b—2¢c=1—-2b+2—->b=0
De la descomposicidn de (*) resulta:

1 -1 1
I= de=Injz—2[+ —— +C
/(1’2+(x+1)2> z=Inlx |+x+1+

CAMBIO DE VARIABLE

Es un procedimiento que se usa en integrales
compuestas cuando es dificil observar a qué tipo
corresponde su simplificacion.

Ejemplo: calculemos haciendo el cambio © = t3
I = \J/E dz
x4 Jx
Cambiando la variable:
/T t
x [3/5 dz [z:t3ﬁd:a::3t2dt] /t3 4+t
Simplificando y descomponiendo:
3t 3t g 3
B+t 241 t2+1
Ahora integramos:
I =3t —3arctan(t) + C
Finalmente deshacemos el cambio con t = /7:

dz = 3¢z — 3arctan(/z) + C

- 3t2dt

& x

x+ Jx

Ejemplo: calculemos haciendo el cambio ¢ = cosx
I = / sen® z dx
Como dt = —senxz dz y sen® x + cos® x = 1:
I= /sen2 x-senzdx = /(1 —cos®z) - senx dx
Ahora, haciendo el cambio de variable:
I= /(1 — ) (—dt) = /(t2 —1)dt
Ya integramos y finalmente deshacemos el cambio:

1 1
[=§t3—t+c=§COSS$—COS$+C
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