O Funciongs, LiMiTEs Y CONTINUIDAD

Concerros BAsicos

CARACTERISTICAS BAsicAs DE UNA GRAFICA

Una funcioén real f es una transformacion que a cada
nimero x le hace corresponder exactamente un

niimero designado por y = f(z): 2, Yy

El ndmero z es llamado original, y se llama dominio
de la funcidn al conjunto de todos los originales.

Al nimero y se le llama “transformado o imagen”,
siendo el recorrido el conjunto de todas las imagenes

Una funcién queda definida por una férmula, una
tabla de valores (tal vez indefinida) o una gréfica.

Un ejemplo de funcidn es

2
r—1

flz) =
Aqui z = 1 no estd en su dominio(D = R — {1} ).

Una funcién y = f(z) forma parejas de nimeros
(z,y) que podemos colocar en tablas de valores.

Si dibujamos esas parejas en plano cartesiano XY
aparece una linea que es la grafica de la funcién: cada
punto de la grafica es una pareja de la tabla.

GraAricas DE FuncioNes ELEMENTALES

Funcién afin: es y = mx + n una recta. El nimero
m es llamado pendiente de la recta.

es y=ax’+br+c una
—b
2a°

Funciéon cuadratica:

parédbola de eje vertical con vértice para T, =

Funcién valor absoluto: es y = |f(x)|. La gréfica
puede construirse a partir de y = f(x) reflejando
respecto del eje X la parte negativa (bajo el eje).

Funcién a trozos: su grifica esta construida tomando
partes de varias funciones. Por ejemplo, la de

2?2 +2x  si
f(x)_{ 2w+1 si

<1
rz>1

es el “trozo de pardbola” y = ° + 2z parax < 1y
el “trozo de recta” y = 2x + 1 paraz > 1.

A la hora de dibujarla manualmente hemos de
construir tantas tablas de valores como trozos y en
ellas deben aparecer siempre los separa-féormulas
(incluidos-cerrados 6 excluidos-abiertos).

Destacamos en la grafica:

L /

Dominio (conjunto de valores x donde hay grafica):

D= (-5,+5]
Recorrido: (conjunto de valores y donde hay grafica):
R =[-2,+4]

Continuidad (;podemos dibujar con un solo trazo -
continua- o presenta agujeros, roturas, saltos,... -
discontinua-?):

Es continua para todos los valores de su dominio.
Ahora bien, hay una singularidad: para x = —5 hay
agujero en el inicio de la gréfica (es denominado
discontinuidad evitable).

Signo:

® Ceros (cortesconeleje X): z=—-2,2,5

* Positiva (sobre el eje X): (=5,-2)U(2,5)

(=2,2)

Monotonia (crecimiento / decrecimiento):
f7en(=5,—4]yen|0,4]
f\en(=5,—4]yen|0,4]

Acotacién: vemos que la funcién estd acotada. Tanto
superiormente (y = 5 es cota superior) y acotada
inferiormente (y = —3) es cota inferior.

* Negativa (bajo el eje X):

Extremos (mdximos y minimos):
Mix. relativos: A = (—4,4) (absoluto) y C' = (4, 3).
Min. relativos: B = (0, —2) (absoluto) y D = (6,0)

No hay asintotas ni es periddica.
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O Funciongs, LiMiTEs Y CONTINUIDAD

Funciones PoLinOMICAS

OnNDpAS TRIGONOMETRICAS

Aqui dibujada la curva de tercer grado y = x° — 4a:

|

[

|

|

/

|

Ji

|

Aqui representada usando Geogebra la funcién seno:

Periodo| = 2

La linea obtenida se denomina curva sinusoidal. Esta
definida y es continua en toda la recta real. Observa
su forma de onda y un aspecto fundamental: su
periodicidad. Es una funcién 2m-periddica. Varia
entrey = —ley=+1.

La del coseno esté desplazada 7/2: pasa por P(0,1).

Esta definida y es continua en todo R. En esas curvas
destacamos los extremos relativos y los puntos de
corte con los ejes de coordenadas.

Tendencias de prolongacién: ramas izquierda-abajo y
derecha-arriba. Simbdlicamente se expresa

Sizx— —ocoesy— —oc0,Sixz— +ooesy— +00

HipErBOLAS BASICAS

Las hipérbolas bdsicas son las graficas de formula

bx + ¢
= / y=1 -
r—a 3
Tienen dos ramas inconexas situadas entre dos rectas 3
4 -3

llamadas asintotas, vertical z = a y horizontal y = b,
que sirven de guias de prolongacion.

Presentan una "discontinuidad de salto infinito".

7~

_3x-9

EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Se han dibujado dos graficas con Geogebra:

f(x) =2+1

”»
8

7

6

4 X=2 ‘

f(x)

x—2

La exponencial estd definida y es continua en todo R.
Su prolongacién es muy diferente a izquierda y
derecha.

La dibujada tiene una asintota horizontal.

La logaritmica sélo estd definida cuando el
argumento del logaritmo es positivo:

r—2>0—>2>2—->D=(2,40)

Y tiene una asintota vertical cuando el argumento del
logaritmo es cero.
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O Funciongs, LiMiTEs Y CONTINUIDAD

OPERACIONES

CONTINUIDAD

Dadas fy g, para x comin a sus dominios, se define:
e Lasuma f + g como (f + g) (z) = f(x) + g(x)
e Laresta f —¢gcomo (f —g) () = f(z) — g(x)
* El producto f - g como (f - g) (x) = f(x) - g(x)

¢ El cociente g como (i) (x) = M

9 9(x)
En este caso, observa que deberd ser g(z) # 0.

La composicién f o g de las dos funciones f y g se
define mediante:

(fog) (@)= flg(x)]
La funcion f actda sobre el resultado de la funcién g:

g f

r —— g(r) —— (fog)(x)

fog I

Por ejemplo, si

O SARICEE
(foh)(=1) = f[M(-1)] = f(-4) =-11
(ho f)(=1) =h[f(-1)] =h(-2) =5

FuNcioN INVERSA

Si f asocia a cada = € D un dnico y € I, la inversa
es la funcién f~! que a cada imagen y € I le asocia
su original x € ID.

Para calcular su féormula:

y = fla) LIL 5 py)
Por ejemplo , para calcular la inversa de la funcién

dada por f(z) = V/3x — 2, hacemos:

542
y=+v3r—-2 = 3x—-2=1y° —>x:y;_

despejando
—

Luego

De modo intuitivo, una funcion es continua cuando su
gréfica se puede construir “con un solo trazo”, esto
es, no tiene ni agujeros, ni roturas ni saltos.

Sea f una funcién definida en el intervalo [ y z¢ € I
. Decimos que f es continua en x = x( cuando el
valor y la tendencia existen y coinciden; esto es:

1. Existe el valor: f (o)

2. Existe el limite: lim f (z)
Tr—To

3. Valor y limite coinciden: lim f(z) = f(z0)
Tr—T0

Si alguna de esas tres cosas no ocurren, se dice que en
T = x¢ hay una discontinuidad:

- evitable o de agujero. si el limite existe y es finito,
pero no coincide con el valor (porque no existe o
porque es un nimero diferente)

- de salto infinito si los laterales existen, pero
alguno de ellos es infinito.

- de salto finito si ambos laterales son finitos pero
distintos.
P . 1
« Por dltimo, hay funciones como f(z) = sen — que
x
para x = 0 no tiene siquiera limites laterales . Esta

se denomina discontinuidad esencial.

Funciones ELEMENTALES

En general, las funciones elementales son continuas
en todo punto salvo quizd en algunos valores
concretos.

Las funciones polindmicas, seno,
exponencial son continuas en todo punto.

coseno 'y

Las funciones racionales, radicales, y logaritmicas
son continuas en todos los valores en los que estin
definidas.

PELIGRO:

« Las funciones fraccionarias son discontinuas en
los ceros del denominador (si los hubiese).

+ Los logaritmos tienen salto infinito en los ceros
del argumento.

+ Las funciones a trozos pueden fallar en los separa-
férmulas.

José Alvarez Fajardo
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O Funciongs, LiMiTEs Y CONTINUIDAD

ANALISIS GRAFICO DE LA CONTINUIDAD

Livite pE RacioNALES EN UN Punto

\
L \

<

AT

Sélo es discontinuaparax = -1,z =1y z = 3.

Para x = —1 hay discontinuidad evitable:
Valor: f(=1)=0

f(-1-) =4

F(-14) =4

Para z = 1 hay discontinuidad de salto finito:
Valor: f)y=0

(1)

f(14)

Para x = 3 hay discontinuidad de salto infinito:
Valor: f@3)=1

fB3-)=1

f(34) =+o0

Tendencias:

Tendencias:

2
1

Tendencias:

Livites DE PoLinoMIOs EN UN PunTO

Sustituimos y hay tres posibilidades:
+ Si el valor existe, el limite es ese numero
(continua):
I x2 — 2 —1 05
im =—=0.
z—1 2x —4 -2
« Si obtenemos un nimero no nulo entre cero, el
Iimite es infinito (salto infinito):

a1 H f(3=)= -
lim 3 =|=| =
=322 =9 |0 f(3+) = +o0
« Si obtenemos cero entre cero es indeterminado,
debiendo factorizar y simplificar para volver a
sustituir (agujero o salto infinito):

x2—16_m (z+4) (z—4T 8

— | =lm ——————~=-=2

0l 224  zlx—d4) 4

Livite pE PoLinomIos EN EL INFINITO

lim =
x—4 22 — dx

Siempre es infinito (sustituimos el lider):

lim (—2x3 + 5w2) = —2(—00)’ = —2(—00) = +0

T——00

LimitE DE RACIONALES EN EL INFINITO

Sustituimos (pues es continua) para calcular un
limite:
lim (2 —2—-1)=2°-2-1=5

r—2

Limrres pE Funciones A Trozos EN uN Punto

Veamos los limites paraz — —2,x =+ 0y xz — 2 de

flz) = 2c+1 si <0
T = 2249 si >0

f0=)=2-0+1=1
(2) { \
f(04+)=-0*-9=-9
lim f(z) = lim (—2*+9)=5

r—2

lim
x—0

Si p y g son polinomios entonces (regla de grados):

0 si gr(p) <er(p)

. p(x) o0 a .
m a@) {;} =y 3 s el =e)
+oo si gr(p) > gr(p)

ExPoNENCIALES Y LOGARITMOS

Retengamos estos limites:
e =0

In(0+) = —oo

et = 400

In (+00) = 400

« Ejemplo: Continuidad de f (z) = In (z — 1):
Sélo es discontinuaparaz —1 =0 — z = 1:
f(1)=m(0) =10
f(+4) =In(+0) = —o00

- Ejemplo: Veamos limites con exponenciales

} — Salto infinito

lim (e_zm +1) =et™® 41 =400

r—r—00

lm (672" 41) =¢ ™ 4+1=0+1=0

T ——+00

José Alvarez Fajardo
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ASINTOTAS
Verticales:
r=a si lim f(x) = o0
r—ra
Horizontales
- b i i =
/ oLl A=t
Oblicuas
lim M =m#0

y=mzx+n si r—Foco I

lim (f(x) —mx)=n

r—+oo
- Ejemplo: Obtenemos las asintotas de
_ 2r+1
) y= r—3
Verticales:

z—3=0—z=3

2 1
lim T = [Z} = +0
=3 r—3 0
Horizontales:
) 2r+1 2 B

Oblicuas:

No hay, al tener horizontal para z — +oo.

« Ejemplo: Obtenemos las asintotas de

- 23
Vo2
Verticales:
1+2°=0—22=-1—>no
Horizontales
2 3
lim A +00 — no
z—+oo 1 + 22
Oblicuas
2 3
m = lim T 2
r—+oco T + x3
i 222 ) , -2z
”ﬂﬁ»(@‘?x = hm e T

Yy =2z
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