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Mates 1 Introduccion a las Derivadas

1.ldeas intuitivas: recta tangente y derivada

1
@ Curvas suaves. [1]

Observa las siguientes curvas e imagina que son vias (calles, caminos,
carreteras) observadas desde arriba, desde un aeroplano que las sobrevuela.
Vamos a estudiar qué hace que una via sea buena para circular por ella, con / S
tranquilidad, sin problemas, sin sobresaltos.

En la primera nos encontramos que a la altura de x = a se ha abierto un
enorme socavon que se ha tragado el camino. Ese problema es evitable

Las vias [1] y [2] deben cortarse al trafico. [2] o
facilmente: basta llevar un camién y rellenar adecuadamente el agujero.

La segunda es todavia peor: a la altura de x = b ha habido un corrimiento de v —b

tierras y se ha producido un deslizamiento. Habria que dar un salto para
pasar del lado izquierdo al lado derecho. Eso no es evitable facilmente: hay
que modificar ahora todo el trazado en los alrededores.

Observemos ahora la via [3]. Si, por esta se puede circular, pero hay un
punto negro, un lugar muy peligroso: el que estd a la altura de = c. Se trata
de un punto anguloso, hay practicamente que detenerse al llegar a €l si no
queremos salirnos de la ruta.

La via [4] es buena, qué bien estd para pasear por ella. Hay curvas, pero todo
el recorrido es suaaaaave.

Llamaremos curva suave a aquella sin discontinuidades y sin puntos
angulosos.

a Recta tangente

Volvamos a la grafica [3] e imaginemos que se ha derramado un bidén de
aceite en el punto anguloso y que un mévil se dirige a toda velocidad hacia

ese punto: brum, brum, brrrrrruuuuuuUMMmMMmMmmmm,  iiiiigjjjjjjj-. [3]
jDemasiado tarde!

Si se acerca por la parte izquierda se saldrd por ella siguiendo una trayectoria
recta r1 pero si se acerca por la derecha se saldra siguiendo la recta 7.

Esto es diferente en el recorrido [4]. Si tomamos de ella un punto cualquiera

y el moévil se sale de la via, lo hace tanto por la izquierda como por la
derecha siguiendo la trayectoria de la misma recta r. Si, si, la que se conoce Ay i
como recta tangente: una recta que en las cercanias sdlo toca a la linea en ese

punto, rozdndola'. /\

Eso es lo que distingue a las curvas suaves de las que no lo son.

i

Se llama recta tangente a una curva suave en el punto P a la linea recta de

escape de un moévil que, siguiendo el recorrido de la gréfica, se acerque a
dicho punto.
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o Resumen

Idea intuitiva de recta tangente en un punto de cierta grafica: recta que la
roza y en las proximidades sélo tienen en comun el punto de contacto.

En un recorrido, la tangente es la recta de escape ante la salida de un mévil.
Requisitos de existencia:

1°. Continuidad.
2°. Suavidad: pendientes laterales coincidentes.

Cuando hay continuidad pero no suavidad se dice que hay puntos
angulosos.

Definicion intuitiva. Continuidad y derivabilidad

Decimos que la funcién f es derivable para x = a si la curva y = f ()
tiene tangente para x = a. En este caso a su pendiente se la llama derivada
de la funcién para x = a, escribiéndose:

f'(a)=m

A la funcién z — f’ () se le llama funcién derivada.

= Ideas importantes:

- funcién derivable = gréafica suaaaave.

- derivada = pendiente de la curva.

- una curva puede ser derivable en unos puntos y en otros no.
Conviene que queden muy claros los siguientes aspectos de nuestro andlisis
inicial:
Para estudiar la derivabilidad de una funcién f en un valor concreto x = xg
primero estudiamos la continuidad en x = .
Nos podemos encontrar tres casos:
1. f es discontinua en x = x.

Tenemos que f no es derivable en z = x,.
2. f es continua en x = x.

Hallamos las derivadas laterales [’ (zo—) v f' (zo+)

Ahora hay dos posibilidades:

— 2A: Las derivadas laterales no coinciden.

Resulta que f no es derivable en © = z( : jPunto anguloso!
— 2B: Las derivadas laterales coinciden ()

Resulta que f esderivableen =z =xz¢: f'(zg) =m
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La pendiente de la tangente esta

relacionada con la monotonia y

los extremos de las curvas

suaves:

* En los puntos donde crece la
pendiente es positiva.

* En los puntos donde decrece
la pendiente es negativa.

* En los puntos extremos la
pendiente es cero.
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2.Derivada de una funcion.

Las nociones e ideas anteriores son todas intuitivas, desprovistas del rigor
propio de las Matemadticas. Y adolecen de una total falta de capacidad de
calculo: s6lo hemos hablado de cualidades, no se ha cuantificado nada.

Vamos a ver la definicion partiendo de la Tasa de Variacion Media.

0 Tasa de variacion media.

Sea f una funcién continua en cada punto del intervalo I = [a, b].

Se llama Tasa de Variacién Media de f en el intervalo al nimero dado por

f(b) = f(a)

TVM(f, 1) = =5 —

= Ejemplo: calculemos la TVM de f (z) = z% en el intervalo I = [1, 3].
FB-fO) _9-1_
3—1 3—-1

La TVM tiene muchas interpretaciones, dependiendo del contexto. Veamos:

4

TVM (f,1) =

e En la grifica y = f (z) la TVM es la pendiente de la recta secante que
une los puntos inicial A = (a, f (a)) y el final B = (b, f (b)).

e Si la funcién mide la posicién de un movil en funcién del tiempo, la
TVM es la velocidad media un intervalo de tiempo.

¢ Si la funcién mide el tamafio de una poblacién en funcién del tiempo, la
TVM mide la variacién de esa poblacién por unidad de tiempo en el
periodo en que se calcule.

a Derivada en un punto.

Si calculamos la TVM de una funcién f en un intervalo I = [zg,x] y ahora
hacemos x — zo entonces se obtiene la llamada Tasa de Variacion
Instantdnea en g, que recibe el nombre de derivada.

Sea f definida en un intervalo abierto 1 y zo € I.

Decimos que f es derivable para z = x si el limite siguiente existe: — .
jAtencion! Puede ocurrir que

lfm J(x) — f(xo) dicho limite no exista. En ese
T T — T caso diremos que f no es
derivable para ese valor.

En ese caso, al limite anterior se le llama derivada de la funcién para el
valor z = x, y se le designa por f’ (o).

« Ejemplo: hallemos la derivada de la funcién f(xz) = 3z en x = 2.

Calculemos

Asi,es f'(2) =3
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= Ejemplo: comprobemos que para f (z) = 2% es ' (5) = 10.
= Ejemplo: estudiemos graficamente la derivabilidad de f siendo

ﬂwz{ oo

—xr+2 si

r<1
r>1

Observamos que es derivable para x # 1 pero que para z = 1 no hay
derivada pues apreciamos claramente un punto anguloso.

Ampliacién: calcula los limites laterales que definen la derivada para
z = 1y observa que no coinciden: jno hay derivada!

a Notacion.

Existen multitud de simbolos para designar a la derivada de una funcién en
un punto. Pero de ellos son tres los més usados.

Para designar a la derivada de la funcién y = f(z) para © = xo hay varias
notaciones. Aqui la usual, la notacion de operador y la notacién diferencial:

d

f' (@o) = Df (w0) = T (x0)

En las Ciencias Experimentales la notacion diferencial es la mas usada, al
resumir perfectamente qué es la derivada e indica las variables.

Notacién de operador:

Por ejemplo, en la funcién e = t* la expresién

v(5):%(5):10

nos sefiala que la velocidad en un instante es la derivada del espacio
recorrido (e) respecto del tiempo (#), y nos recuerda que se obtiene
"dividiendo un incremento infinitamente pequefio de espacio entre un
incremento infinitamente pequefio de tiempo":

Ae

v(5) = fim —=

o Funcion derivada.

En muchas ocasiones es necesario conocer la derivada de una funcién en
varios de sus puntos. Consideremos, por ejemplo, la funcién f(z) = z2. Si
deseamos calcular f'(=5), f'(=1), f'(0), f'(1) y f(8), en lugar de calcular
estas derivadas aplicando la definicién punto a punto, es preferible obtener
una férmula general:

2,2

. Z x ,
f'(xz0) = lim —Y = 1im
r—x0 L — LEO T—rTQ

(x + x0)(z — x0)
r — X

= lim (z 4+ x¢) = 229
T—rTo

Tenemos asi que:
f(@) =2

Ahora calculamos la derivada en esos puntos sustituyendo en esta férmula.
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Esta ultima se lee "la derivada de y
respecto de x para el valor xo". Es
una notacién debida al matematico y
filésofo Leibniz. Es la mas compleja
a la hora de escribir, pero también es
la mas completa y la que da mas
informacion.

Inicialmente se defini6 la
derivada como el cociente de
dos nUmeros (diferenciales)
infinitamente pequefos pero que
no eran cero. Era el dificil y
oscuro concepto de los numeros
infinitesimales.
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Y observemos que esa férmula define una funcién, que a cada valor de x le
asocia la derivada de f para dicho valor de x.

Se llama funcién derivada de la funcién f a la definida mediante
x— f'(z)

para aquellos valores en los que es [ es derivable, y se designa por f'(z).

« Ejemplo: comprueba que la funcién derivada de f(x) = 2x es la definida
por f'(z) = 2.

a Derivadas sucesivas

La derivada f’ es una funcién y, a su vez, puede intentar derivarse. A la
funcion derivada de f'se la llama derivada segunda de f y se la designa

por f”.

A una funcién f podemos asociarle, derivando sucesivamente, las
. . / 1 " 2 . .
funciones derivadas f', f", f',.... A éstas se les llama derivadas sucesivas

de f.
. D D .y D D
f=f=f=fM=..
= Ejemplo: es facil comprobar que

flx) =2 2 f'(2) = 20 2> f"(z) =2

3.Tangente a una curva.

Ahora vamos a usar la derivada para definir la recta tangente a la gréfica de
una funcién:

La tangente a la curva y = f(x) de una funcién derivable en el punto de
abscisa x = x tiene de pendiente m = f'(x).

Por ello, la ecuacion de dicha recta tangente es:
y — f(@0) = f'(z0) - (z — 20)

 Ejemplo: obtengamos la ecuaciéon de la recta tangente a la pardbola
y=xparaz = L.

a) Derivamos

fx)=2*—= f(zx)=2z
b) Sustituimos x = 1:

fy=1 . f@)=2
¢) Laecuacién de la recta tangente para x = 1 es:

y—f)=f(1)-(z-1) - y-1=2-(z-1) - y=22-1
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Dada la funcién y=f(x) con dominio
D, al conjunto

D'={x € D : f es derivable en x}
se le llama dominio de derivabilidad.
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4.Derivadas elementales

Necesitamos unas reglas que permitan derivar directamente las funciones

que mds se presentan en el Cdlculo. Veremos los casos mds elementales.

a Funcion constante.

La derivada de una funcién constante en cada punto es cero:

fl@)=k 2 f'(x)=0

v Ejemplo: Dada la funcién f(z) = 3, es f'(z) = 0.

o Funcién potencial.

Abreviadamente:
Dk=0

La derivada de la funcién potencial viene dada por:

f@) =a" 2 f'(2) = na""!

Abreviadamente:

—1
Dx"=n-x"

= Ejemplo: Dada la funcién f(z) = z*, su derivada es f’(z) = 423,

« Ejemplo: Dada la funcién f(z) = x, su derivada es f'(z) = 1.

= Ejemplo: Dada la funcién f(z) = 2, hallemos la derivada para = = 4:
Fla)=a> 2 f (z) = 20 ZHBMOS, p1(g) = 9.4 =8

o Ejemplo: Para derivar f(z) = V% podemos proceder asf:
5 5
D (\/:p5) =D (:c%) = §JS% = 5\/1'3

o Funcion exponencial.

La derivada de la funcién exponencial es la misma funcién exponencial:

flx) = e 2 f(w) = e

Abreviadamente:
De*=¢e"

a Funcion logaritmo.

La derivada de la funcién logaritmo neperiano viene dada por:

fa) =tz 2 f/() = -

o Funciones trigonométricas.

Abreviadamente:

1
Dinx=—
X

La derivada de la funcién seno es la funcién coseno:
D g
f(x) =senx = f'(x) = cosx

La derivada de la funcién coseno es la opuesta de la funcién seno:

f(z) =cosz EEN f'(x) = —senx

Abreviadamente:

Dsenx=cosx
Dcos x=-senx

José Alvarez Fajardo
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5.Algebra de derivadas

o Derivada de una suma o resta.

La derivada de una suma (resta) es igual a la suma (resta) de las derivadas
de los términos que intervienen:

D(f+g) =f+4g
o Ejemplo: D (z° — 2 +5) = D (2°) — D (2°) + D (5) = 32° — 2z

« Ejemplo: La derivada de la funcién f(x) = senz + cos x es la funcién

f'(x) = cosx —senx

o Derivada de un producto.

La derivada de un producto de dos funciones es igual a la derivada de la
primera por la segunda mas la primera por la derivada de la segunda:

D(f-9)=f-g9+f4d

w Ejemplo: obtengamos la siguiente derivada

D (xz-senz)=1-senx + x-cosx = senx + T cos

« Ejemplo: calculemos y’(1) para la funcién dada por y = zIn x.

1
Y(@)=1-lnzx+z-—=hz+1—9y(1)=hl+1=1
x

o Derivada del producto de una constante por una
funcion.

Estamos ante un caso particular del anterior, que es més simple:

La derivada del producto de una constante por una funcién es igual al
producto de la constante por la derivada de la funcién:

D(k-f)=k-f

= Ejemplo: calculemos

I 5
D 51 a _5. 1 xXr /_5. -
(5Inz) (Inx) =

¢ Ejemplo: calculemos
D (52* + 10z — 5) = 10z + 10

< Ejemplo: Si el espacio recorrido por un mévil viene dado por la funcién

e(t) =8t + 5t , 0 <t <10, lavelocidad en cada instante es
de
o(t) = (O =8+100 , 0<t<10

José Alvarez Fajardo
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a Derivada de un cociente.

La derivada de un cociente de dos funciones es igual a la derivada del
numerador por el denominador menos el numerador por la derivada del
denominador, todo ello dividido por el cuadrado del denominador:

D(g) _f’~992f~g’

= Ejemplo: Calculemos

D( x3 ) 322 - (x —2)—a2%-1 223 — 62

z—2) " (z — 2)2 T (- 2)2

= Ejemplo: Calculemos

D( z? >:2:17-(1:—3)—332-1 72 — 62

x—3 (z — 3)2 T (z - 3)2

« Ejemplo: Dada f(x) = . ’ obtengamos su derivada para = 0.

oS T
Primero derivamos el cociente:

l-cosz—x-(—senz) cosz+x-senx

!
fiz) cos? x - cos? x
Y ahora sustituimos en la derivada obtenida:
1+0
f/(o) = 12 = ]'

6.Regla de la Cadena

Auln nos falta una regla que nos permita obtener la derivada de una
composicion de funciones. Por ejemplo, ;cémo hallar la funcién derivada de

f(z) = Va2 —1lode f (z) = cos (z*)?

Como vemos, se trata de funciones compuestas. El siguiente resultado, que
permite derivar talas funciones, tiene una demostracion muy complicada.
Nosotros nos limitaremos a conocer cémo se aplica en la prictica con las
funciones elementales que estamos estudiando.

Aqui tenemos la denominada regla de la cadena, que necesitaremos para

derivar composiciones de funciones elementales: Podemos construir una nueva
tabla de derivadas:

Si f y u dos funciones derivables, entonces la funcién definida mediante D(u)'=nu™ u’
x— flu(z)] —_—
es derivable en cada x de su dominio y se tiene que es 2Vu
Dflu(z)] = /! [u ()] - (x) De’=u'e’
o Ejemplo: para derivar y =sen (.73‘2), observamos que es una D'”(U)=Z—'

composicion. Por la regla de la cadena: Dsen(u)=u"cos(u)

Yy = cos (T2) - 22 = 2x cos (332) Dcos(u)=u'sen(u)

José Alvarez Fajardo 8'
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v Ejemplo: si y = v/senx su derivada es

= Ejemplo: si y = cos (e”) su derivada es
y' = —sen(e”)-e” = —e”sen (e”)
< Ejemplo: si y = In (z* 4 3z — 2), aplicando la regla de la cadena
1 2x — 3
- (3= P
Ve Tmre YT m s

« Ejemplo: siy = (LE2 +x— 1)3, aplicando la regla de la cadena
y/:3(m2+$—1)2-(2$+1)
v Ejemplo: si y = 32 ¢, su derivada viene dada por
y =3e’ +e° 5. 3x = e (3 + 152)

In(2x —1
o« Ejemplo: siy = M, su derivada es
2 1-1In(2 1
;o1 T +In (22 — )_2x—(2m—1)ln(2az—1)
V= x? N 2 (22 — 1)

José Alvarez Fajardo

Observa que en estas Ultimas
funciones hemos aplicado la
Regla de la Cadena junto con
las reglas del producto y del
cociente.
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7.Apéndice I: velocidad media e instantanea

a Introduccion.

El movimiento ha sido algo que siempre ha fascinado al hombre. Desde la
apariciéon del pensamiento racional en la Grecia Clasica ha intentado
describirse y explicarse. En el s. XVI se da un gran salto y se intentan
describir los fenémenos fisicos a través de las Matematicas. En el s. XVII
Galileo comienza a combinar la experimentacién con las Matematicas,
llegando a enunciar unas avanzadas hipédtesis que intentan describir, a través
del ndmero, cémo es el movimiento de los cuerpos en la Naturaleza. En el s.
XVIII los pensadores quedaron fascinados por la potencia del recién nacido
Célculo, convirtiéndose la Matematica en un modelo de saber, de modo que
solo existe lo matematizable: el Universo queda reducido a la magia de los
Numeros.

Nosotros a continuacién vamos a intentar responder a unos de los problemas
que los Matemadticos y Fisicos se plantearon: el de la caida libre de un
cuerpo. En el planteamiento y soluciéon del problema aparecerd de modo
natural el concepto de derivada de una funcién.

Cuando se deja caer un objeto cualquiera desde cierta altura, en condiciones
normales, éste cae hacia el suelo describiendo su trayectoria una linea recta.
Galileo descubrié empiricamente que el movimiento de un cuerpo que cae
no depende de su peso. Incluso llegd a la conclusion de que el espacio que
recorre un cuerpo en caida libre es funcién exclusivamente del tiempo
transcurrido desde el inicio de su movimiento.

o El experimento.

Desde una altura de 125 m. se deja caer una diminuta bola de cristal, en T o )
ausencia de viento. En el instante en que dicho cuerpo se abandona en caida

libre ponemos en marcha un cronémetro que marca el tiempo transcurrido ¢
en segundos. Al llegar al suelo se detiene la medida del tiempo, finalizando
el experimento.

Se comprueba que mientras la bola estd en movimiento el espacio recorrido

e estd en funcién del tiempo transcurrido, y viene dado aproximadamente
. 2

por la férmula e = 57,

125 m.

Comencemos intentando responder:

« (Cudl es el espacio recorrido para = 0?

« Cuando han transcurrido 3 seg., /a qué altura se encuentra? s DI
- ;Cuanto tiempo tarda en llegar al suelo?

- ;Para qué valores de ¢ es vélida la férmula?

Tenemos asi que la funcién que rige el movimiento del cuerpo es:

e=>5t> , tc05

José Alvarez Fajardo 1 OI
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a La velocidad media.

Normalmente, cuando un cuerpo cualquiera se mueve no recorre siempre la
misma distancia en el mismo tiempo: unas veces se va "mads deprisa" y otras
se va "mads despacio”. Unas veces durante cinco segundo pueden recorrerse
2 m. y otras veces 10 m. Para determinar numéricamente la "rapidez" del
movimiento se considera lo que se conoce como velocidad.

PROBLEMA: ;cudl es la velocidad que lleva la bola? ;cémo varia?

Para el estudio de ese problema se introduce la llamada "velocidad media en
un intervalo de tiempo I": es el cociente del espacio recorrido Ae entre el
tiempo transcurrido At:

incremento de espacio  Ae

v(l) =

incremento de tiempo At
Intentemos responder:

1. (Cudl es la velocidad media en el intervalo de tiempo I = [0, 1]?

A
v(l) = Ki = = m/s
2. (Cuil es la velocidad media en el intervalo de tiempo I = [2,4]?
A
v(l) = Kj = = m/s
3. (Cudl es la velocidad media en el intervalo de tiempo I = [4.5,5]?
A
o(l) = Ki =— = m/s

En el intervalo de tiempo
@ -wmgemmmmmpmnnans =0

e(tl) I =Tt1,ts)]
L e
elt,) es:
Ae

At =ty —t;

@ cccccncnmtanmmna, [=t

Ae = e(ty) —e(t1)

En el intervalo de tiempo I = [t1 , t2] se define la velocidad media como:

~Ae  e(ta) —e(t1)
S e VA -

José Alvarez Fajardo

Dada una funcién y = f(x) se llama
cociente incremental de f en el
intervalo [ a, b ] al nGmero dado por:

v(lo,b]) = =)

11]
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o La velocidad instantanea.

Cuando vamos en un automdévil, hay un medidor llamado velocimetro en que
se nos indica la velocidad a la que se mueve el vehiculo "en cada instante".
Pero, ;qué es la velocidad en un instante? ;Cémo podriamos precisar la
velocidad del objeto en todo momento?

Vamos a intentar determinar la velocidad en el instante tg = 3.
La velocidad media en el intervalo de tiempo I = [3, ] es:

Ae  e(t)—e(3) 5t —45
3,t))=— = =
v(B.1) =& t—3 t—3
Si hacemos ahora t — 3, esa velocidad media tiende a 30. Esto es:

sit—3esv(3,t]) — 30

Por ello se dice que la "velocidad instantdnea" para t = 3 es 30 m/s.
Podemos averiguar la velocidad en un instante #, cualquiera:

A t) —e(t 5t2 — 5t2
’U([to,t]):Aj:e(i_:so): t—t00:5t+5to ﬂ)loto

Tenemos asi una férmula que nos da la velocidad del objeto en cada instante:
U(to) =10ty , te€ [0 s 5]

A continuaciéon puedes ver las gréaficas de las funciones que expresan el
espacio recorrido y la velocidad en funcién del tiempo:

e =e(t) v = v(t)
125 50
100 40
£ / 4
c 75 / E 30
A L
2 / K
Q
g 50 V4 g 20
8 / o
2
25 // 10
0 o — 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tiempo (en s) Tiempo (en s)
En general:

En un movimiento de ecuacién e = f(t) la velocidad en cada instante viene
definida por:

R (OE ()

t—to t — tO

José Alvarez Fajardo 1 2 I
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8.Apéndice lI: recta tangente a una curva.

a Introduccion.

El considerable habido en la Ciencia y en la Técnica durante el dltimo siglo
procede en gran parte del desarrollo de las Matemadticas. La rama de las
Matematicas conocida por Célculo es un instrumento natural y poderoso
para atacar multiples problemas que surgen en Fisica, Astronomia,
Ingenieria, Biologia e incluso las Ciencias Sociales.

El Calculo no es sélo un instrumento técnico, sino que contiene una
coleccion de ideas fascinantes y atrayentes que han ocupado el pensamiento
humano durante siglos. Estas ideas estdn relacionadas con la velocidad, el
drea, el volumen, la razén de crecimiento, tangencia y otros referentes a
otros dominios. El Calculo obliga a detenerse y a pensar cuidadosamente
acerca del significado de estos conceptos. Otro caracter notable del Calculo
es su poder unificador. Sorprende como muchos problemas pueden reducirse
a otros de una naturaleza que se nos antoja completamente distinta. Nosotros
vamos en esta seccion a estudiar un prototipo de ello: el problema de la recta
tangente.

La nocién de derivada no se formuld hasta que el matematico francés Fermat
traté de determinar los maximos y los minimos de ciertas funciones. Esta
idea es muy simple; observemos la grafica siguiente:

»

V&N
RSN

En aquellos puntos en los que la curva tiene un maximo o un minimo la
tangente ha de ser horizontal. Por tanto, el problema de localizar estos
valores extremos se reduce al de localizar aquellos puntos en los que la
gréfica de una funcidn tendrd tangentes horizontales.

A 4

Esto conduce a la cuestion mds general de la determinacién de la direccién
(pendiente) de la tangente en un punto cualquiera de la curva. El intento de
resolver esta cuestién nos llevard directamente al concepto de derivada.

El problema de la recta tangente.

Obtener la recta tangente a una curva, en uno de sus puntos, es un problema
que intereso ya los matemadticos de la Grecia Clasica. Ellos consiguieron, por
métodos geométricos, construir tangentes a las circunferencias, elipses,
pardbolas, ... deduciendo un gran nimero de interesantes propiedades.

José Alvarez Fajardo

He aqui algunos de los diversos
tipos de problemas que pueden
tratarse por los métodos del Célculo:

¢Con qué velocidad deberia
impulsarse un cohete para que
nunca volviera a la Tierra?

¢Cudl es el radio del menor
circulo que cubre a todo
triangulo isésceles de perimetro
L?

Si un cultivo de bacterias crece
en razoén directa a la cantidad
que hay en cada instante, y la
poblacién se duplica en una
hora, ¢en cuanto se habra
incrementado al cabo de dos
horas?

Vayamos mas lejos: scémo es la
pendiente de la recta tangente en los
puntos en los que la funcién crece?
¢Y en los que decrece? ;Y en los
puntos en los que hay maximos o
minimos?

13}



Mates 1 Introduccion a las Derivadas

Pero esos métodos no nos sirven cuando nos interesamos por curvas més
generales. Y nos encontramos con una dificultad inesperada: ;sabemos
definir exactamente qué es la recta tangente a una curva?

Vamos a intentar:

1. Definir qué es la recta tangente a una curva en uno de sus puntos.
2. Calcular la ecuacién de la tangente.

Consideremos una curva C' que sea la grafica de la funcién y = f(x).

Fijemos en ella un punto P, en el que deseamos trazar la recta tangente.
Como P, es un punto de la recta tangente, para obtener la ecuacién de ésta
s6lo nos queda conocer su inclinacién: jcudl serd su pendiente?

Para obtenerla utilizaremos el siguiente procedimiento: p
a) Tomamos un punto P de la curva, distinto de P,.
b) Trazamos la recta PyP: es una recta secante a la curva C.
¢) Movemos el punto P aproximandolo a P.

Observemos como las rectas secantes van acercandose a lo que nosotros
creemos que deberia ser la tangente a la curva C en Py:

p
P
p P
P0 P 0 Po PO

Calculemos la pendiente de una recta secante.

Obtengamos un vector director:

Py = (o0, %0)
Pﬁ: T—xo,Y —
P:(w,y) }—> 0 ( 0,Y yo)

Abhora la pendiente :

y—% _ Ay
rT—x9 Ax

Mgec =

El punto P se aproximard a Py cuando hagamos
T — X, asi la pendiente de la recta tangente ha de
ser el limite de las pendientes de las secantes:

, . Ay 0
Mian = M Meee = Tim —
0 0

José Alvarez Fajardo 1 4I
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Tenemos asi que:

La tangente a la curva y = f(z) en el punto Py = (zo,y0) tiene de
pendiente:

i J@) = ()

T—TQ xXr — ,’L‘O

 Ejemplo: obtengamos la ecuacién de la recta tangente a la pardbola
y = x° en el punto Py = (1,1).

La recta tangente:
a) Pasa por el punto Py = (1,1).
b) Tiene de pendiente

— 2 _
mzh’mwzh’mx 1=P}=h’m(m+1)=2
=1 —1 =1 x—1 0 z—1

Su ecuacion es:

y—1=2(z-1) — y=2x-1

José Alvarez Fajardo

jIncreible! Comparemos las

expresiones de:

o La velocidad media
pendiente de la secante.

o La velocidad instantanea y la
pendiente de la recta tangente.

y la

15}



Mates I Introduccion a las Derivadas
Es la correspondiente a la funcién definida por
Ejercicios y=|z? — 4

1. Dada la siguiente grafica, haz un esquema que recoja
los puntos en los que la derivada no existe, en los
que es cero y los intervalos de signo de la derivada

teotc
/

W

2. idem:

U
ES
w
|
N
I
=
o
=
w
S
£ 3

3. Idem:

l

4. Observa la siguiente grafica:

~

José Alvarez Fajardo

Haz un esquema en el que se recoja los mismos
puntos en los ejercicios anteriores.

. Escribe la ecuacion de la recta tangente a la curva

y:x4—$3+m—|—1

en el punto con oy = 1.

Sugerencia: recuerda la férmula

y = f(wo) = f'(20) (x — mo)

. Consideremos la curva

y = x> — 18z + 6z + 10

a) Obtengamos la ecuacién de la tangente para
z=-—1

b) /En qué puntos la recta tangente es horizontal?

c) Estudiemos si la tangente en algin punto es
paralelaa 6z —y + 1 = 0.

. En la gréfica de la pardbola siguiente:

Nl T
\ /

Ny

-

a) Sin hacer ningtn célculo sefiala qué signo tiene la
derivada de la funcién en los puntos

A= (-1,-3), B=(1,-3)

b) Sabiendo que la ecuacién de la pardbola es
y= x? — 4, obtén la ecuaciéon de la recta
tangente en esos puntos.

¢) Comprueba que la tangente es horizontal en el
vértice de la parabola.

d) ;En qué punto de la pardbola la tangente es
paralela a la recta de ecuacién y = 4o — 3?

1
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8. Dada la funcién definida por
f(z) =2? — 4z
a) Halla la ecuacion de la recta tangente para x = 0.

b) (En qué punto la tangente es paralela a
20 —y =17

9. Dada f (z) = 322 + 52 — 3, obtén su derivada y su
derivada segunda f”(x) (derivada de la derivada).

Calcula f (2), £ (2)y " (2).
10.Consideremos
flz)=2*+bz+c
Hallemos b y ¢ sabiendo que es
fA)=2y f(0)=-2
11.En la funcién
f(z)=2°+az® +bxr -3

Hallemos a y b sabiendo que su grafica pasa por el
punto (1,—3) y que es " (0) = 2.
12.Calculemos a y b en la funcién
az? + b
x

flx) =

sabiendo que su grifica pasa por el punto (—1,2) y
que tiene un extremo relativo para x = /2.

13.Calculemos a y b en la curva
y=a>+ar®+br—2
sabiendo que (—2,2) es un extremo relativo.
14.Dada la funcién
f(z) =22 +32> - 122 +6
a) Halla f’ (z) y estudia su signo.

b) Deduce de lo anterior los intervalos de monotonia
de la graficade f.

¢) (En qué puntos tiene la grafica de f los extremos
relativos?

d) Obtén el limite en el infinito y esboza su gréfica.

15.1dem para

4

T@ =1

16.*Comprueba que la recta de ecuacién y = x es
tangente a la graficay = Inx .

José Alvarez Fajardo

17.Dada la funcién definida a trozos por:
fla) = { 2 —-1 s <1
2z siox>1
a) Estudia su continuidad
b) (Es derivable para x = 1?
¢) Obtén la funcién derivada y halla f' (0) y f' (1).
18.Dada la funcién
2 +5 si
J(@) = { % —2x si
a) Dibuja su grafica.

b) Estudia algebraicamente su
derivabilidad.

< -1
T >—1

continuidad y

c) Obtén la recta tangente paraz =2y x = —1.

19.Consideremos la funcién definida por:
r? -1 si
R

<2

x3—2224+3 si x> 2

a) Analiza la continuidad.

b) Estudia su derivabilidad y obtén [’ (z).

c) Halla la ecuacién de la reta tangente parax = 0y
paraz = 2.

20.Comprueba que la funcién y = 3senz —4coszx
verifica la ecuacién y” + y = 0.

Idem. que la funcién y = x - €” verifica la ecuacién
1! /
y' =2y +y=0.

21.Un cuerpo se mueve en linea recta, de modo que la
distancia a un punto de esa recta desde el que se
observa viene dada por:

r(t)=m(20+8t—t*) , 0<t<10

Obién &
a) én T

b) (El cuerpo se detiene en algtin momento? ;A qué
distancia del punto de observacion?

(t). ¢ Qué interpretacion tiene ésta?

22.El nimero de insectos en una colonia viene dado por
N(t) =100+ '  ¢+>0
) Calcul v (t)
a) Calcula —-(?).

b) ;Qué significado tiene la expresion anterior?

2|
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REGLAS DE DERIVACION

23.0btén las derivadas de las siguientes funciones
polinémicas:

a) y=x>—br+4 b) y=22%—22+ 3z

o) y=a*+322-5 d)y=a>—92+3

e) y=a' -4z + f)y:x3+;x2—1

24.0btén las derivadas sucesivas de las siguientes
funciones:
a) y=a> -4z’ +5x -7
b) y:—2x3+8x2—x+2
¢) y =3zt —523 +42% + 62— 1

25.Halla la funcion derivada de:

a) f(z)=x%e" b) g(x) = 3ze”

c) h(z)=a23senx d) u(x)=zlnz
e) v(zr)=e"cosz f) w(z)=e"Inx

26.Deriva los siguientes cocientes:

@a@z% mu@:%
@c@gzgiii md@g:§§£§
) f(x) = 2 D gl = 5
o) u() = 35:21 h) u(r) = & j

27.0btén la funcion derivada de:

a) f(z) = Vad mﬂwzi
0 fla) = JZ_ 8 f(z) :3952_%

28.0btén la derivada aplicando las reglas:

a) y=3senx —5CcosT b) y=—-22°Inz

4

c)y=z"¢" d) y ==

José Alvarez Fajardo

29.Calcula la derivada de las siguientes funciones:
a) y=x —senx
b) y = 2% cosx

_Inz
c) y= Fel
d) y=(3senz +2cosz)-e”
senx — cos T
&) y=__—————
senx + cosx
f) y=x-senzx-coszx

30.Calcula las derivadas de

a) y =cscx b) y =tanzx

c) y=cotzx d) y =secx

31.0btén las derivadas de las siguientes funciones,
aplicando la regla de la cadena:

b) y=+Vaz? -3z

d) y=1In (mQ — 31‘)

a) y = sen(x® — 3x)
¢) y = cos(z? — 3x)
2_q, 4
e) y=e" "’ f) y= (2 - 3z)
32.%Obtén f'(z) para:
a) y = (2z —senz)”

c) y=cosV2r—1

33.*Halla la derivada de las siguientes funciones:

b) y = In(cosz)

d) y — eIE*SCHZ

a) y = zcos (3x) b) y =2%In (563+1)

2
c) y= ser; 1: d) y = 2 — cos (22)
2z
e) y:E;C—2 f) y=zvsenx

34. Obtén la derivada n—€sima de:

b) y =In(3z — 1)
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Cuestiones

1. Un objeto se mueve en linea recta, de modo que el
espacio recorrido (m) estd en funcién del tiempo (s)
medido desde el inicio del movimiento segun:

e(t)=t*+2t , 0<t<10

a) ;Qué espacio lleva recorrido cuando han
transcurrido 3 segundos?

b) (Cudl es la velocidad media del cuerpo en el
intervalo de tiempo I = [3, 5]?

¢) Obtén la velocidad que lleva en el instante ¢t = 4.

2. Un moévil recorre una recta de modo que la distancia
al punto de observacién, en funcién del tiempo,
viene dado por:

s(t) =15t +4
Demuestra que lleva una velocidad constante.

3. La siguiente funcién nos proporciona la distancia de
un mévil que sigue una linea recta hasta un punto de
observacion de ella.

st)=t"—4t>+3t—-3,t>0

ds d?s P
Calcula s (3), n (3)y © (3). (Qué significado
tiene cada uno de esos tres niimeros?
4. Un objeto se lanza hacia arriba, poniéndose en ese
instante en marcha un cronémetro hasta que cae al
suelo. La altura (en metros) a la que se encuentra a

los ¢ segundos de ser lanzado viene dada por:
f(t) = 60 + 20t — 5¢*

a) (Al cabo de cudnto tiempo cae el objeto al suelo?
(Para qué valores de ¢ es vdlida la férmula
anterior?

b) Calcula la velocidad media en el intervalo de
tiempo I = [3,5]].

df d2f

< &4 ay

c) Obtén dt( )y e
estas expresiones?

(t). (Qué significado tienen

d) (Con qué velocidad fue lanzado el cuerpo? ;A
qué altura se encontraba?

e) (Con qué velocidad toca al suelo al caer?

f) (En qué instante alcanza la altura maxima? ;Cuél
es esa altura maxima?

José Alvarez Fajardo

10.

11.

12.

. Dada la funcién f(z) = =%

a) Comprueba que la tangente a su grafica en el
punto P = (1,1) eslarectay = 3z — 2.

b) Comprueba que esa recta corta a la curva en el
punto Q = (-2, —8).

. Dada la funcién f(z) = x? — 3z obtén su tasa de

variacién media en el intervalo I = [1,5].

. La curva de ecuacién y = f () tiene en el punto de

abscisa z = 1 como recta tangente 2z —y + 4 = 0.

Averigua f (1) y f' (1).
Si f es una funcion polindmica, ;cudl es la primera
derivada que es idénticamente nula?

. Escribe dos funciones cuya derivada sea y' = 2z.

(Cuantas funciones asi existen?

Dibuja la grafica de una funcién que sea continua
pero no derivable para x = 3. ;Cémo se denomina a
ese punto?

A continuacién tenemos dibujada la grafica de la
funciony = 1+ |z — 2|.

G2 1 O 1 2 3 4 5

(Qué pendiente tiene la recta tangente para x = 27
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Autoevaluacion

1. Obtén la derivada de las siguientes funciones:

a) y =2 senx

73

b Yv=577

c) y=1x"e"+1
d) y=3lnz—5x+1

2. Halla la funcién derivada usando la Regla de la
Cadena:

a) f(x)=+vVa2+1
b) g(z) =In(senx)
¢) u(z) =3xe*

$2

b v(z) = cos 4x

3. Consideremos la funcién f definida por
2

f(x)—{ T s? r<1

222 —x si x>1

a) Estudia la continuidad de la funcién.

b) Calcula la derivada directamente para = # 1, y
determina las derivadas laterales para x = 1. ;Es
derivable la funcién para este valor?

¢) Obtén la ecuacion de la recta tangente a la gréfica
de la funcién para z = 3.

4. Halla @ y b sabiendo que la funcién
y = 2%+ ax + b pasa por el punto (2, —1) y tiene
un extremo relativo para * = 1.

S. Dada la funcién
f(x)=2%-3x
a) Obtén las derivada primera y segunda.

b) Estudia cudndo es positiva, negativa o cero (ceros
e intervalos de signo) la derivada primera.

¢) Deduce de lo anterior los intervalos de monotonia
de la grafica de f.

d) (En qué puntos tiene la grafica de f los extremos
relativos?

e) Halla los limites en el infinito de y = 2° — 3z
esboza la curva.

José Alvarez Fajardo

6. Consideremos la funcién cuya grifica y = f(x) es:

@~

=
=,

Haz un esquema en el que se recoja:
a) los puntos en los que la derivada no existe.
b) los puntos en los que la derivada es cero.

¢) los intervalos de signo de la derivada.
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Autoevaluacion

1.

a) Derivada de un producto:
y = 32%senz + 2° cosx
b) Derivada de un cociente:
, 322 (2r+1)—2-23 423+ 322
- (22 + 1) T et 1)

¢) Derivada de una resta y producto:

y = bzte” + 2% +0=¢” (5:154 + x5)
d) Derivada de una suma/resta:
, 3 3—5x

y:——5:
T T

a) Derivada de una raiz (regla de la cadena):
; 1 Zl _ T
Y Va2 +1 Va2 41
b) Derivada de un logaritmo (regla de la cadena):

, —Cosx
y =

= —cotx
sen x

¢) Derivada de un producto y regla de la cadena:
y =3-e* +3z-e* -2 =0e* (3 +62)
d) Derivada de un cociente y regla de la cadena:

,  2wcosdr + 422 sen 4z

cos? 4z

a) [ solo puede ser discontinua para x = 1 (separa-
férmulas). Veamos qué ocurre en él:

rz=1

VALOR: f(H=12=1

. fl-)=12=1
LIMITES: {f(1+)_2.12_1_1

Concluimos que es continuaen x = 1.
b) Podemos derivar directamente si x # 1:

<1
r>1

2x si

f/(x):{llx—l si
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¢) Para z = 1, como es continua, podemos hallar las
derivadas laterales asi:

f-) =212
D.L. {f/(1+):4,1_1:3:1

Al no coincidir, tenemos que no es derivable para

este valor (se trata de un punto anguloso).

d) La ecuacién de la recta tangente para * = 3 es
y—fB3) =106 (-3

Sustituyendo: f (3) =15y f' (3) = 12. Asi que
la férmula nos queda:

y—15=12(x—-3) —» y=12z - 21

. Derivemos: y =2? +azx+b — v =2r +a

si pasa por el punto (2, —1), entonces para T = 2 es
y=—L
A4 2a+b=—1[*

si tiene un extremo relativo para x = 1, entonces
paraz = lesy = 0:
2-14a=0—=a=-2

Sustituyendo esto en [*] obtenemos b = —1.

a) f(z)=2%-32" () =32> -3 = f"(z) =62
b) Ceros de la derivada:
337 -3=0—-32"=3 52 =1= %1
Intervalos de signo:

+ 0 - 0 +

-1 1

¢) Intervalos de monotonia de la grafica de f:

/ N 7
® ®

-1 1

d) Se deduce que hay:
Miéximo relativoen =z =-1—y =2
Minimo relativoen x=1—y= -2
e) Limites en el infinito por la regla del grado:
. A PURT: B
in_f (@) = (50)° = =

lim  f(z) = (+00)® = +o0

r—+o00 "
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6. Tenemos en cuenta:
- si la funcién crece la derivada es positiva
- si la funcién decrece la derivada es negativa
- en los puntos angulosos la derivada no existe
- en los extremos suaves la derivada es cero.

Asfi el esquema de la derivada es:

José Alvarez Fajardo 7 I
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