TEMA 9

Livmites Y CoNTINUIDAD DE FUNCIONES

Contenidos Criterios de Evaluacién

Continuidad: valor y tendencias. . Reconocer gréficamente los

puntos de continuidad vy

Limite de una funcién en un discontinuidad de una funcién.

punto.
Asimilar la idea intuitiva de

Limites en el infinito. limite de una funcién.

Calculo de limites de una funcién

s Investigar los diversos limites de
en el infinito.

una funcién como tendencias en
su gréfica.

Saber calcular los limites de las
funciones polinémicas,
racionales y polindmicas a
trozos.

Tiempo estimado

12 sesiones . .
Encontrar las asintotas verticales

y horizontales de una curva.
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Mates [

Limites y Continuidad de Funciones

1.Continuidad: valor y tendencias.

En esta lecciéon vamos a aprender a estudiar la continuidad de una funcion.
La idea intuitiva no es muy compleja: una funcién es continua cuando su
grafica no presenta agujeros, grietas o roturas. Seria un camino por el que se

puede transitar, circular sin problemas. Pero queremos ir mads all4:

1. Dar una auténtica definicion que no se quede en una vaga idea.

2. Poder decidir si la grafica de una férmula es continua sin dibujarla.

Para conseguirlo, vamos a estudiar algunas nociones de la teoria de los

limites. Comencemos con las cuatro funciones siguientes.

(,Qué ocurre cuando la funcién llega a * = 2 en cada una de ellas?

2
e —4
A x) = 22 B =
e fw=""
‘ IA ’ 7»
\\ 6 // 6
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ST o] 2 3 Bt 2 o 2 3 4
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‘-1 six<2 1
C T) = - D T) =
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Mates 1 Limites y Continuidad de Funciones

Vamos a estudiar en todas:
v" Valor: ;cuénto vale la y si x es 2?

v" Tendencias: {qué ocurre con la y si hacemos que la z se acerque a 2?

Q Estudio del caso A.
Valor: si x=2 es y=4. O dicho de otra forma: f (2) = 4.

Tendencias: hagamos que  tome valores que se aproximen a 2 (x — 2)

x Yy = x° X Yy = 22
1,9 2,1
1,99 2,01
1,999 2,001
' ' ' '
2— 2+

“Si x tiende a 2 entonces y tiende a 4” y se escribe “si x — 2 es y — 4”.

También se dice que "el limite de f () cuando x tiende a 2 es 4" y se

Observemos que si x tiende a 2, la
imagen de x tiende a la imagen de
2:

escribe si x—-2 es f(x)-f(2)
, Esto caracteriza a la continuidad de
%1312 flz)=4 la funcion en ese punto.
0 Estudio del caso B.
Valor: si x=2 es y= . O también f (2) =
Tendencias: hagamos que  tome valores que se aproximen a 2 (x — 2)
2 —4 x? —4
o fw=t o fw=t
1,9 2,1
1,99 2,01
1,999 2,001
' } } }
2— 2+

Observemos que si x tiende a 2,
las imagen de x tiende a un
numero determinado:

si x—2 es f(x)—4

“Si x tiende a 2 entonces y tiende a 4”. Podemos expresar esta idea:

Como tendencia: sizx —>2esy—4

Como limite: h;m2 flx)y=4 Pero 4 no es la imagen de x=2,
x

pues ésta no existe. Este es el
motivo del “agujero” en la grafica”.
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Limites y Continuidad de Funciones

a Estudio del caso C.

Valor:si x=2 es y=.

Tendencias: hagamos que x tome valores que se aproximen a 2 (x — 2)

X y=

1,9
1,99
1,999

' '
2—

X

y:

2,1
2,01
2,001

]
2+

Ahora tenemos que “si x tiende a 2 por la izquierda entonces y tiende a 37,
pero “si x tiende a 2 por la derecha entonces y tiende a 4”.

Observa tres maneras distintas de expresar esto mismo:

Como tendencia:

Como limite:

f2-)=3,

Notacion abreviada:

a Estudio del caso D.

Valor: si x=2 es y= No existe.

sie—>2_esy—3

f2+) =4

siz—2yesy—4

Tendencias: hagamos que x tome valores que se aproximen a 2 (x — 2)

v @)=

1.9
1,99
1,999

' '
-

X

2,1
2,01
2,001

!
2+

“Si x tiende a 2 por la izquierda entonces y tiende a —oo0” pero “si x
tiende a 2 por la derecha entonces y tiende a +o0”.

Las tres maneras de expresar esto mismo:
Como tendencia:

Como limite:
r—2—

Notacién abreviada: f(2—) = —oc0

José Alvarez Fajardo

sie —2_esy— —o0

)

Jip, 1 (0) = +oc

f(2+) =4

lim f(z)=—-00

siz =24 esy — +00

La imagen de x tiende a numeros
diferentes segin se acerque a 2
con valores menores o mayores que
éste:

si x22_ es f(x)23

si x»2, es f(x)>4
Este es el motivo del “salto” en la
gréfica.

La imagen de x tiende a
infinito cuando tiende a 2:

si x-2_ es f(x)»—wo
si x—2, es f(x)—+x

Este es el motivo de la ruptura
de la gréfica cuando llega a
xX=2. Observemos que
tendriamos que dar un “salto
infinito” para dibujarla.

3l
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Limites y Continuidad de Funciones

a Conclusion.

Hemos podido encontrar una forma de caracterizar la continuidad, que es la
que tomaremos como definicién:

Decimos que la funcién f es continua para * = a cuando
existe f (a).

existe lim f (z)
r—a

lim f () = £ (a)

1. Existe el valor:

2. Existe la tendencia:

3. Ambos coinciden:

En aquellos puntos en los que
podamos tomar alguna tendencia y
no sea continua, diremos que la
funcion es discontinua.

Cuando una funcién no es continua, se dice que es discontinua. Y
clasificaremos asi las discontinuidades:

e Silas tendencias son distintas: discontinuidad de salto.

* Si la tendencia existe pero no coincide con el valor: discontinuidad
evitable.

La mayoria de las funciones que manejaremos son continuas salvo quizds
algunos puntos concretos. Esto es muy importante para nosotros:

Las funciones polinémicas, racionales, radicales, exponenciales,
logaritmicas y trigonométricas son continuas en todos los puntos en los
estan definidas.

o Ejemplo: las funciones y = x? 4+ 42 ¢ y =  — 2 son continuas en todo
punto.

Eso es claro: la grifica de la primera es una pardbola y la de la segunda es
una recta; ambas lineas pueden dibujarse de forma “continua”.

o Ejemplo: La funcién definida por
22 +40 siz <1

f (@)= .
r—2 siz>1

s6lo puede ser discontinua en = 1 (separa-férmulas) porque cada trozo
es continua, pero puede fallar el enganche. Estudiemos ahf:

x=1
VALOR: S x=1 es y=5
TENDENCIAS: si x>1— es y=x'+4x5

si x>+ es y=x—2->-1

Concluimos que hay una discontinuidad de salto finito en x = 1.

2 +1

-2

La funcién es continua en todo punto en el que estd definida. Asi, s6lo
puede ser discontinua al pasar por = 2 (cero del denominador).

o Ejemplo: Continuidad de la funcién definida por f () =

Estudiemos valor y tendencias en él para ver que hay un salto infinito.
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Atencion, no podemos olvidarlo: las
funciones  polinémicas y las
funciones racionales son continuas
en todos los puntos en los que estan
definidas.

¢ Por qué solo puede ser discontinua
en el separa-férmulas?

Corroboralo después dibujando la
gréafica.

Forma abreviada

fay=s
f(1-)=1+4.1=5
f+)=1-2=-1

Se demuestra que al calcular un
limite en una funcién racional es

. LI
llg;f(x) = [6} = to00

con k # 0.




Mates 1 Limites y Continuidad de Funciones

2.Limite de una funcion en un punto.

a Definiciones.

Lo que vamos a ver aqui es algo que ya ha sido apuntado anteriormente.

Sea y = f (x) una funcién que puede estar o no definida para z = a.
Diremos que

« lim f(z)= Lsiparatodax, - aconz, <aesy, — L.
r—a—

« lim f(x)= Lsiparatodaz, — aconz, >aesy, — L.
r—a+

« lim f(z) = Lsiparatodazx, — aesy, — L.
r—a

o Funciones polindmicas.

Como los polinomios definen funciones continuas, basta con sustituir: el
limite es igual al valor.

o Ejemplo: Consideremos f (x) = 222 + 32 — 5 y calculemos su limite o
tendencia para x — —2.

Calcular ese limite es muy sencillo, basta sustituir pues sabemos que es
continua:
lim (22° + 3z —5) =2(-2)> +3(-2) —5= -3

r——2

o Funciones polindmicas a trozos.

Como vimos antes, a veces es necesario distinguir limites laterales.
Recordemos que cuando los laterales son distintos ante una discontinuidad
de salto.

o Ejemplo: [graficamente] los limites laterales para z — 3 de la funcién
dibujada son:

sizr—3_esy—1 , siz—3esy—+3
O lo que es lo mismo:

lim f(z)=1 , lim f(z)=3

r—3— 3+
o Ejemplo: [funcién polinémica a trozos] El valor y los limites laterales de
r+1 siz <1

fo)= {2332-1-93 siz>1
en el separa-férmulas son, expresados con la forma abreviada:
f)=1+1=2
f(l-)=1+1=2
fa+)=2-1'+1=3
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Recordemos que si
L=+
se dice que la recta
r=a

es una asintota vertical.

L4

La funcién f tiene una discontinuidad

de salto finito para x=1.

5]



Mates 1 Limites y Continuidad de Funciones

a Funciones racionales.

x? — 2z

20 —4
Sélo tenemos que sustituir, porque sabemos que es continua y por ello
valor y tendencia coinciden:

o Ejemplo: Calculemos el limite de f () = parax — 1.

Si x=a no es cero del denominador,
la funcién racional es continua y el

2_9 -1 limite es igual al valor.
lim = = = =05
z—1 20 —4 -2
. L. r+1
w Ejemplo: Hallemos los limites parax — 3y x — —3 de f (z) = pR——

Al sustituir x = 3, como es un cero del denominador, no nos sale la

. . Recuerda que al calcular un limite
tendencia. Con unas tablas de valores la averiguamos: d

en una funcién racional es

. r+1 |:4:| f (3_) == lim f (x) = [k} =400
lim <= || = x—a 0
v=3 2 —9 0 f(3+) = +o0 con k # 0.
Al sustituir x = —3, como es un cero del denominador, no nos sale la
tendencia. Con unas tablas de valores la obtenemos:
o x+41 [—2] f(=3-)=—-
hm N = |— =
z—==3 2% —9 0 f(=3+4) = +o0
Hay dos saltos infinitos. Se dice que * = —3 y z =3 son asintotas
verticales.
. L x? — 2z
w Ejemplo: Calculemos ahora el limite de f (x) = on g P T 2.
.x —_—

Si sustituimos = 2, como es un cero del denominador, no nos sale la
tendencia. Sacaremos entonces el limite con unas tablas de valores, o

simplificando la fraccion: Cuando al sustituir para calcular un
5 limite en una funcién racional nos
lim & 2z [O} i & (x—27 i & 2 1 sale
m —=|-|=llm —F=1llm - =—- =
0
Tenemos asi que para = 2 hay una discontinuidad evitable (agujero). e ety @ [ e
. . 3xr—3 o tablas factorizando y volviendo a
w Ejemplo: Consideremos f (z) = 5 y calculemos sus limites para | sustituir.
Tt —z
r——-1l,zr—=0yz — 1.
No es z = 0 cero del denominador. El limite es el valor:
, 3r—3 —6
lim =—=-3
a—>-122 —x 2
Es z = 0 un cero del denominador pero no del numerador: limite infinito:
i 3r —3 -3 f(0=)=—o0 En este caso tenemos:
im =|—| =
=022 — 1 0 f (0+) = 400 ¢ Discontinuidad de agujero para
} x=1.
Es x = 1 un cero del numerador y del denominador. Simplificaremos: * Discontinuidad de salto infinito
B para x=0. Hay una asintota
lim 3r—3 _ 9 = lim § _ § -3 vertical.
11132 — 0] a2—-12 1

José Alvarez Fajardo 6'



Mates 1 Limites y Continuidad de Funciones

3.Limites en el infinito: prolongacion.

En el estudio de muchas situaciones que pueden describirse a través de
funciones, es necesario conocer muchas veces cémo se comportardn cuando
la variable independiente tome valores "enormemente grandes". Son los
llamados limites en el infinito, en los que tomamos z — —o0 y x — +00.

iOjo! Es distinto de lo estudiado hasta ahora: no se trata de averiguar qué
ocurre con las funciones cuando = se aproxima a un nimero, sino de lo que
ocurre cuando x toma valores enormemente grandes/pequefios.

< Ejemplo: obtengamos los limites en el infinito de la funcién de la gréfica:

”»
4
) ”
3 >
£
0 S
?
= QiR = 8 siishiZini sl O i e Banis = Aibiti i i =D i =) (ol 2 3 4 5 6 / 8 9
-2
> )
,, 3
-4

Vemos que si prolongamos la gréafica hacia la derecha (z — 4o00)
entonces la curva va aproximédndose cada vez mds a la cuadricula
horizontal y = 4. Pero si prolongamos la grafica hacia la izquierda (
xr — —o0) entonces la curva va aproximdndose cada vez mds a la

cuadricula horizontal y = —4 Esto puede expresarse de varias maneras:
Como tendencia: siz— —ocoesy— —4,six—+ooesy —4
Como limite: lim f(z)=-4, lim f(x)=4

r——00 T—r+00

Simbdlicamente: f(—o0)=—4y f(+00) =4

Observemos que la grafica tiene dos
asintotas horizontales:

* y=4para X—+o

* y=—4 para X—-—»

o Ejemplo: obtengamos los limites en el infinito de la funcién

f(x) =27

\

cuya grafica estd dibujada en el margen.

Al prolongar la grafica hacia la izquierda (x — —o0) ésta se va

Ui

KN

pegando cada vez mds al eje de abscisas, que es la recta y = 0. Sin
embargo, cuando se prolonga hacia la derecha (x — +00), la

w

grifica asciende superando todas las lineas de la cuadriculas
horizontales.

Esto se puede expresar de varias maneras:

n

Tendencia: siz— —oc0esy—0, siz—4o0esy— 400

Limite: lim 2 =0y lim 2* =400 ﬁg T PEEY

r——00 xr—-+0oco

Simbdlico: 27 =0y 27 = 4o0.

José Alvarez Fajardo
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Limites y Continuidad de Funciones

En general:

Sea y = f (x) una funcién una funcién en la que x puede tomar valores tan
grandes en valor absoluto como se quiera.

Diremos que

« lim f(xz)= Lsiparatodazx, — —ocoesy, — L.
Tr— — 00

. lil}rl f (x) = L si para toda x,, — 400 es y, — L.
Tr—r—+00

Cuando L es un numero real se dice que la recta y = L es una asintota

Recordemos que el comportamiento
para x — —oo puede ser totalmente
distinto del de x — +00

horizontal.

4.Calculo de limites en el infinito.

Vamos a intentar a obtener una reglas de cdlculo para dos casos muy
sencillos: funciones polindémicas y funciones racionales.

o Funciones polindmicas.

Es sencillo comprobar la siguiente regla practica:

Si p (z) es un polinomio, entonces es

lim p(z)=+o0

r—too

Donde el signo del limite viene dado sélo por el término de mayor grado.

o Ejemplo:
lim (3x’—4x’+2x—120|=1lim [3x'—...|=—c
- xF—o

lim (2x*+3x2=200x|= lim [2x*+...|=+o0

lim [—3x°+8x*~30x+5|= lim (~3x*+...|=—c0
x—+ow X =+

lim (-3x’+8x2=30x+5)= lim [—3x’+...]= 400

X——00 X ——0

o Ejemplo: Calculemos los limites en el infinito de

22 -1 six <2
f(z)= .
—2x+7 six>2

Aplicando la regla anterior:

lim f(z)= lim (2® —1) = (—00)® = 400

xr—r—0o0 r—r—0o0
Jim f (@)= lm (~20+7) = —2(+00) = —oc

Es importante entender las expresiones anteriores como meramente
simbdlicas.

Observa cdmo se corresponde con las prolongaciones de su grafica.

José Alvarez Fajardo
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a Funciones racionales.

También tenemos en este caso la sencilla y util regla de los grados:

En el calculo de
‘m azx +...:L

O Sim<nesL=0.

Q Sim:neSL:%

Q Sim>nes L =200

En este ultimo caso el signo depende sélo de los términos de mayor grado.

Importante: la regla, denominada
“regla de los grados”, sélo es valida
para limites con x — +o00.

o Ejemplo: apliquemos la regla para comprobar los limites siguientes

20+ 2 (erados iguales)
xirirloo3$3+5—3 grados iguales
2z +9 .
Jm 3215 0 (mayor grado en denominador)
22°% +
= —00 (mayor grado en numerador con — / +=—)

m ———-7:
z——o00 322 4+ 5
o Ejemplo: calculemos los limites en el infinito de

2

r“—x six<l1

f@)=196z-6
3r+1

Aplicamos las reglas estudiadas antes:
2

lim f(z) = lim (2°—2z) = (—00)®=+00

six>1

La grafica tiene una asintota
horizontal:

y = 2para x — 400

T—r—00 T—r—00

) 6z—6 6

lim f(z)= lim =-=2
z—+00 z—+oo 3T + 1 3
Observemos esto en su gréfica:

<
1 =
\gc;///'
£ £ 4 e 1 > A i

José Alvarez Fajardo



Mates 1 Limites y Continuidad de Funciones

3. La funcién f esta definida por
Ejercicios

2 .
_Ix+1 os1 o x<1
f(x)= x+2 si ox>1

s

x+1 si x<l1

1. Dada f(x)= , cuya grafica es:

4
3
2
1
%
T T T T >
-2 -1 0 1 2 3 \
_1_
f

a) (Es continua la funcién para x =17
b) Obtén el valor y las tendencias para x = 1.
¢) (Es continua la funcién para x =3?

d) Obtén el valor y las tendencias para x = 3.

2—x si x<l1

. Dada f(x)={ x 6 x>l
—

y cuya gréfica es:

W

a) (Es continua la funcién para x=1?
b) (Y para x= —1?
c) Obtén el valor y las tendencias para x = 1.

d) Idem para x=-1.

José Alvarez Fajardo

4—x si x= a) (Cudl es el Unico punto en el que puede ser

discontinua?

b) Calcula algebraicamente el valor y las tendencias
de la funcién para dicho punto.

c) ;Es continua en él? Dibuja la grifica y
corrobéralo.

. Consideremos la funcién f definida mediante:

x+2 si x<-2
FX)={=x¥+4 si —2<x<2
x+2 sl x=2

a) (Cuales son los tnicos puntos en el que puede ser
discontinua?

b) Estudia algebraicamente la continuidad en x = -2
c) Estudia algebraicamente la continuidad en x = 2.

d) Dibuja la gréfica y comprueba lo anterior.

. La funcién definida por

no es continua para x = 2.
a) (Por qué?

b) ;Qué discontinuidad tiene?

. Consideremos f definida por

_x’=3x

-

a) Calculalatendenciade f(x) para x—3

b) (Es continua para x =3?

. Consideremos la funcién f definida mediante:

a) (Cudles son los tnicos puntos en los que es
discontinua?

b) Estudia qué discontinuidad presenta en dichos

puntos.
']
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six <2 "
, cuya gréfica es:
six > 2

l1—2z

8. Sea f (z) = {3 i

<

a) Obtén las tendencias de  f(x) para x—2
(Es continua en ese punto?
b) Obtén las tendencias de f(x) para

X——oo ypara x—+o0

c¢) ¢ Tiene alguna asintota horizontal?

+1
9. Sea f(x):x— , cuya grafica es:
—

3

~N

A\

= N W s vl O

N O U bW N e

[o.]

a) Obtén las tendencias de  f(x) para x—3
(Es continua en ese punto?
b) Obtén las tendencias de f(x) para

X——o00 ypara x—+o

c¢) ¢(Cudles son sus asintotas?

José Alvarez Fajardo

10.Sea
—xz+1 si <=2
f(x)= 204+6  si —2<z< 1
9 — g2 si x> 1

a) Estudia su continuidad.
b) Halla sus tendencias parax — —ocoy & — +00.
c) (Cuales son sus asintotas?

x<l1
x>1

_l4—x" si
11.Sea f(x)=

x+2 si
a) Estudia su continuidad.
b) Halla sus tendencias para x — —o0y x — +00.

c) (Cuadles son sus asintotas?

-1
12.Sea fl="%
x =1
a) Estudia el comportamiento de  f(x) para
xX——o ypara x—+o
b) Calcula  lim /()
c) Obténel limitede f(x) para x——1
d) Estudia la continuidad de la funcion.
e) ¢Cudles son sus asintotas?
13.La funcién f estd definida por
2
X
fx=-2
a) Estudia el comportamiento de  f(x) para
X——o0 ypara x—+o
b) Calcula lim f(x)
¢) Estudia la continuidad de la funcion.
d) ;Cudles son sus asintotas?
14.La funcién f estd definida por
2 .
|l x si x<2
F=6C 6 x>2
a) Obtén los limites de  f(x) para x—1 ,

x—2 'y x-3
b) Estudia su continuidad.

c) (Tiene asintotas horizontales?
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15.0btén los limites para x—+oo de

las siguientes funciones:

xX—o—w |y

2x+5 si o x<l1
a) f(x): 2 .
X si x>1
2_ . <
b) g(x)zx 4x+3 s% x<3
5—x si x>3

(Tienen asintotas horizontales?

16.0Obtén los limites para x—+oo de

las siguientes funciones:

X—>—o Yy

2x*+x—1
v INETS
b) g(x)—M
2x—x+1
x+1
¢ hx)=—F—
X —Xx
XHx—x
d)

X)=——F——
2x+5x—1
(Tienen asintotas horizontales? ;Cudles son?
17.Sea la funcién
2
x—4
fx)=—7F——
x*+x—6

a) Comprueba que tiene una asintota horizontal.
(Cudl es?
b) Estudia su continuidad.
¢) ¢(Tiene alguna asintota vertical?
18.Sea la funcién
2
x—=3x—-10
f)==——7F——
X +2x
a) Obtén sus limites en el infnito

b) Calcula los limites de la funcién para x—-2 ,

x—0 y x-2
¢) Estudia su continuidad.

d) ;Cudles son sus asintotas verticales?

José Alvarez Fajardo

f(x)_[ x2—1 si x<l1

19.Considera = ]
|[-2x+1 si x>1

a) Estudia el comportamiento de la funcién para
x—=*o . ;Tiene asintotas horizontales?

b) Solo hay un punto en el que puede ser
discontinua, ;cudl es? ;Qué le ocurre allf a la
funcién? Corrobdralo dibujando su gréfica.

20.Considera

_|xX¥+k si x<0
x+1 si x=0

f(x)

a) Estudia el comportamiento de la funcién para
x—=xoo . ;Tiene asintotas horizontales?

f(x)
¢) ;Para qué valor de k es continua?

21.Dada la funcién ~ f(x)=3—-2""

b) Calcula las tendencias de para x—0.

a) Calcula las tendencias en el infinito.
b) Elabora una tabla de valores y dibyjala.

¢) A la vista de su gréfica, ;crees que es una funcién
continua?

22.Dada la funcién  f(x)=In(x+1)

a) Halla su dominio (recordando que sélo podemos
calcular el logaritmo de un nimero positivo)

b) Con sendas tabla de valores, obtén la tendencia
de la funcién para x—1+4+ ypara x—+o

¢) Elabora una tabla de valores y dibuja su gréfica.

d) A la vista de su grafica, ;/crees que es una funcién

continua?
23.Calcula:
L
a) lim 3*
x—0
-1
b) lim log =
x—1 X
-1
¢) limlog R
x—0 X




Mates [

Limites y Continuidad de Funciones

Cuestiones

1. Sea y=f(x) una funcién que es continua en
todo punto y que verifica f(3)=1

(Qué ocurre con  f(x) cuando x—3 ?

2. Sea y=f(x) unafunciéncon f(x)—0 para
x—1.

(Qué puede decirse de  f (1) ?

3. Para calcular hfg f(x) , (es preciso que la
funcioén esté definida para x =2?
4. Dada una funciéon y=f(x) encontramos que

para una sucesiéon x,—2 es y,—1.

Explica por qué esto no significa que necesariamente
lim f(x)=1

x—2

s€a

5. Lafunciéon y=f(x) tiene la grafica siguiente:

a) ¢Es continua en todo punto?

b) Obtén las tendencias para x—1

¢) Obtén las tendencias para x— =+ .
d) Indica cuales son sus asintotas.

6. Dibuja la grifica de una funcién que tenga dos
asintotas horizontales distintas.
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7. Dibuja la grafica de una funcién que tenga:

a) Dos asintotas verticales: x=-2 y x=2.

b) Una asintota horizontal: y = 1.

. Una funcién polinémica a trozos como

x:p(x) si x<a
S0 g(x) si x=a

s6lo puede ser discontinua... (Cudndo? Es
discontinua necesariamente?

. Sean P(x) y Q(x) dos polinomios. Razona

cuales son los tnicos puntos en los que es
discontinua

Zo)

(Qué te parece esta idea?

10.Dibuja la grafica de una funcién que tenga:

a) Una asintota vertical: x = 2.

b) Dos asintotas horizontales: y=-2,y = 3.



Mates [

Limites y Continuidad de Funciones

Autoevaluacion

1. Observa la grdfica de la funcién y = f(x) y
responde:

IS

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

a) Estudia la continuidad de la funcién, sefalando
valor y tendencias en las discontinuidades.

b) Indica las tendencias de f(z) la funcién para
T — Fo0.
¢) (Qué asintotas tiene la grafica?

2. Dadala funciéon f definida por:
—224+zx si <0
f(x) = 1—z o
142 si x>0
a) Estudia algebraicamente su continuidad.
b) Obtén los limites en el infinito de la funcién.

¢) Determina las asintotas de la gréafica de f

d) Dibuja su grifica.

3. Sea

222 — 50
f) = 2 —4x -5

a) Calcula los limites de f(x) para x — 400 .

b) Estudia la continuidad de la funcién.

c¢) (Cudles son las asintotas de su grafica?
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a) Si f es una funcién continuay f(1) = 5, icuél es
el limite de f(z) para x — 1?

b) La recta x = —2 es una asintota vertical de la
grifica y = f(z). (Qué puede decirse de la
continuidad de f en dicho punto?

3 _

¢) Lafuncién f(z) = °

1, ) i
s6lo es discontinua en
2 -1

dos puntos. ;Cudles son?
d) Dibuja una graficay = f(z) que verifique

e) Con unas tablas de valores adecuadas calcula

lim In(2x—4) y lim 372z

r—2+ r—2—



Mates [

Limites y Continuidad de Funciones

Autoevaluacion
1.

a) Vemos que es continua en todo punto salvo para
x =1 (discontinuidad de salto infinito) y para
x = 3 (discontinuidad evitable o de agujero).

Veamos en * = 1:
Valor: siz=1lesy=1

Tendencias: { siz—1—esy—1

' six —> 1+ esy — 400
Veamos en z = 3:
Valor: siz=1lesy=10

sie —+3— esy —2

Tendencias: { .
six >3+ esy —2

b) Las tendencias en el infinito son:
six — —00 es y — +o0

sizx = +ooesy—1
c) Asintota vertical (por el apartado a): =1

Asintota horizontal (por el apartado b):  y =1

a) La funcién sélo puede ser discontinua en x = 0,
por ser el separa-férmulas de trozos continuos.

Veamos en * = 0:
Valor: six=0esy=0

siz—=0— esy=—a2?2+2—0

Tendencias: . -
six >3+ esy=14+2""—3

Concluimos que hay una discontinuidad de salto
finito (s = +3) paraz = 0

b) Las tendencias en el infinito son:
siz— —ocoesy=—a’4+1— —0
sizc—4ooesy=1+21"" 51
En el primer caso se debe a que

— (—0)? = 400
Y en el segundo a que
27 =0

c) Asintotas verticales (por el apartado a): no hay.
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Asintota horizontal (por el apartado b):
y=1

d) La gréfica se compondra de un trozo de pardbola
( x<1 )ydecurvaexponencial ( x>1 ):

o

[\S]

[y

A 4

JiE
/

a) Aplicamos la regla de los grados. Como el grado
del numerador y del denominador es el mismo
i 222 — 50 2
im ——=-=
a—too g2 —4x —5 1
b) La funcién sélo puede ser discontinua en los
ceros del denominador, que son:

2 —4r—-5=0—>zx=—-1,2=5
Veamos en x = —1:
Valor: £(0) = [—_38} =0

r——1

Tendencias: lim f(x) = [i&g} = 400
Concluimos que hay una discontinuidad de salto
infinito para x = —1.
Veamos en = = 5:

0

Valor: f(5) = {6} =0

Tendencias: 1im f(z) = [9} X 10 - 5
z—5 0 6 3

Simplificamos para evitar la indeterminacion:

9



Mates 1 Limites y Continuidad de Funciones

202 — 50 _ 2(@+5)(x—-5) 2+ 5) *) x]—lgl-',- In(2z —4) = —¢
22 —4r -5 (z+1)(x—5) (x+1) .
lim 3=—2 =0
Concluimos que hay una discontinuidad evitable 22—

o de agujero paraxz = 5
¢) Asintota vertical (por el apartado b):
z=—1
Asintota horizontal (por el apartado a):

y=2

a) Si es continua, el valor de la funcién y la
tendencia coinciden:

si x—1 es f(x)—5

b) Pues la funcién no es continua cuando llega al
valor x =-2: tendré un salto infinito.

¢) Un cociente de polinomios sélo es discontinuo en
los valores que anulan el denominador. En este
caso: x=-1y x=1.

Observemos que la funcién no existe en esos
valores.

d) Esta es una de las infinitas posibilidades:

W

)S}

—

e) Es fécil comprobar que:
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