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APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Contenidos

Recta tangente a una curva en un
punto.

Monotonia.
Extremos.
Curvatura. Puntos de inflexidn.

Representacién gréfica.

Problemas de optimizacién.

Tiempo estimado

16 sesiones

Criterios de Evaluacién

Conocer la interpretacién
geométrica de la derivada como
pendiente de una curva o de la
recta tangente.

Saber usar la derivada de una
funcién para conocer las regiones
de crecimiento / decrecimiento,
sus maximos y minimos relativos
asi como sus regiones de
concavidad / convexidad y sus
puntos de inflexién.

Saber aplicar los conocimientos
anteriores para hallar la
representacién grafica de las
funciones tras conocer sus
asintotas.

Utilizar los conocimientos
anteriores para resolver
problemas de optimizacion,
procedentes de situaciones reales
de caracter econémico y
socioldgico, cuya expresion
analitica vendria dada en el texto.
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Mates Aplicadas 11 Aplicaciones de las Derivadas

1.Tangente a una curva.

El problema de obtener la recta tangente a una curva es muy antiguo, y se
trataba inicialmente de un problema geométrico.

Pero posteriormente, el matemadtico francés Fermat lo relacioné con un
problema con el que, aparentemente, no guardaba relacion: ;cuéles son los
valores maximos y minimos de una funcién?

La grafica siguiente quiza nos permita observar la conexién entre ambos:

Y

Observemos que en los puntos de los extremos tenemos que la tangente es
horizontal: la pendiente en ellos es cero.

Esto conduce a la cuestién mds general de la determinacién de la pendiente
de una curva en un punto cualquiera.

El intento de resolver esta cuestion llevd directamente al concepto de
derivada:

La tangente a la curva y=f(x) en el punto P=(x,,y,) tiene de

pendiente m=f"(x,)

* Ejemplo: obtengamos la ecuacién de la recta tangente a la pardbola Y
y=x* enelpunto P=(1,1) .
v Pasa por el punto \ /
xo=1
yo=1

v Tiene de pendiente

y'=2x — m=y'(1)=2

v Su ecuacion es:

y—1=2(x—1) - y=2x-1

José Alvarez Fajardo I
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2.Monotonia.

a Graficamente.

Cuando tenemos la grafica de una funcién cualquiera, es facil reconocer en
qué intervalos es creciente o decreciente, y donde alcanza sus valores
maximos y minimos.

Por ejemplo, la grifica muestra la altura (y) a la que se encuentra un
determinado objeto, que ha sido lanzado hacia arriba desde el suelo, en
funcién del tiempo (x) transcurrido desde su lanzamiento:

Es claro que en el intervalo de tiempo [0,2] 1la funcién es creciente, ya
que al aumentar el tiempo aumenta la altura:

x,>x; en [0,2] — y,>y

Y es claro que en el intervalo de tiempo |2, 4] la funcién es decreciente,
ya que al aumentar el tiempo disminuye la altura:

>xpen [0,2] - y,<y
Claramente, el cuerpo alcanza su altura méxima y =20 para x =2.
El siguiente esquema resume la variacién de la funcidn:
x |0 2 4
y 0 7 20 N 0

o Algebraicamente.

Pero cuando lo que tenemos es s6lo la férmula que define a la funcién, como
y=x"—8x*—10, jen qué intervalos de x crece/decrece la variable y?

Veremos que la derivada de una funcién y= f(x| nos suministra una gran
informacién sobre su variacion.

Observemos las graficas siguientes:
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La recta tangente marca el crecimiento y el decrecimiento de la funcidn:

v Si en todos los puntos de un intervalo [ las rectas tangentes son
crecientes (pendiente positiva), la funcion crece en 1.

Tenemos asi un procedimiento

. . sencillo para averiguar en qué
v Si en todos los puntos de un intervalo / las rectas tangentes son intervalos es creciente o

decrecientes (pendiente negativa), la funcion decrece en 1. decreciente una funcion f:

. - . . a) Hallamos su derivada.
De ahi se deduce la siguiente propiedad de las derivadas:

b) Estudiamos el signo (ceros e
Sea y=f|x| una funcién derivable en todo punto del intervalo 1. IR el |8 i Eess,
c) Para un intervalo I

1. Si f'>0 en I entonces f escrecienteen I |(fTen I|. f positivaen | — f 7en |

2. Si f'<0 en I entonces f es decreciente en / (fl en . f negativaen | — fuen |

o Ejemplo: consideremos la funcién y=¢*—8+*+10 . ;En qué intervalos
crece y decrece?

a) Hallamos la derivada: y'=4+'—161¢

b) Estudiamos el signo de la derivada (recuerda: ceros e intervalos de

signo):
Signo de f'
_ 0 + 0 B 0 +
i i i
LI LI L
t=-2 t=0 t=2

c) Del esquema de signos de la derivada deducimos el siguiente esquema
de monotonia de la grafica:

Monotonia de f

A f2 Y 2
1 1 1
LI LI LI
t=-2 t=0 t=2

d) La siguiente tabla resume la variaciéon de f:

X | —o0 2 0 2 +00

vl v 6 2 10 N 6 2 4

José Alvarez Fajardo I
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Ejemplo: estudiemos la variacién de la funcién  f(x)=x"—6x".
a) Hallamos la derivada: f'(x)=3x"—12x

b) Estudiamos el signo de la derivada (recuerda: ceros e intervalos de
signo):

Signo de f'

+ - +
1 1
L LI
x=0 x=4

c) Del esquema de signos de la derivada deducimos el siguiente esquema
de monotonia de la grafica:

Monotonia de f

T A T
L .
x=0 x=4

d) La siguiente tabla resume la variacién de f:

X | —00 0 4 +00
y | A0 N 32 A 4w
3.Extremos.

Si nos fijamos bien, el procedimiento anterior permite obtener también los . —

., L. L. A los maximos y minimos de
puntos en los que una funcién alcanza sus maximos y sus minimos. e Ondtn s B3 [EmE
habitualmente puntos extremos.

En un extremo, la funcién cambia su monotonia. Asi, en un minimo la
funcién pasa de ser decreciente a ser creciente; y en un maximo pasa de ser
creciente a ser creciente:

Para x =c¢ hay un minimo Para x =d hay un

José Alvarez Fajardo I
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licaciones de las Derivadas

Asi, tenemos los siguientes esquemas de signo:

_ 0
— + I — frz En x=c¢
| . .| .-
I—:) I—:) hay minimo
x=c X=c
0 2
+ | — f [ | f > En x=d
LJ | .
I—:) I—:) hay
x=d x=d
o Ejemplo: observando el estudio anterior de la funcién
y=t'—81’+10 , tenemos que:
a) Para tr=-2 hay un minimo. Concretamente, el punto  (—2,—6) es
un minimo.
b) Para =0 hay un maximo. Concretamente, el punto  (0,10) esun
maximo.
¢) Para =2 hay un minimo. Concretamente, el punto  (2,—6) esun

minimo.

Ejemplo: observando el estudio anterior de la funcién  f(x)=x"—6x
, tenemos que:

a) Para x =0 hay un minimo. Concretamente, el punto (0,0) es un
minimo.
b) Para x =4 hay un méaximo. Concretamente, el punto  (4,—32) es
un maximo.
Y Y

\
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A la izquierda tienes las graficas
de las dos funciones que hemos
venido estudiando.

Es facil distinguir cual es cada
una.

Observa los intervalos en los
que la funcién crece y decrece,
asi como los puntos en los que
presentan los extremos.
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Podriamos pensar que alli donde la derivada es cero hay siempre un extremo.
Eso no es asi, ya que la derivada puede ser cero y no haber cambio de signo,
como veremos a continuacion:

o Ejemplo: la funcién  f(x)=x’ es un caso sencillo que nos permitird

comprobarlo.
Para estudiar su variacion, hallemos su derivada y estudiemos su signo.
Es f'(x)=3x"
+ 0 + fA £
— — : En x=0no
| . 1 > | .
hay
x=0 x=0

Nos encontramos con que en el punto  (0,0) la derivada de la funcién
es cero. Resulta pues que la recta tangente en dicho punto es horizontal.
Pero ese punto no es ni un maximo ni un minimo.

Observemos cémo en el punto  (0,0) 1la recta tangente es el eje X,
que atraviesa a la curva. Esto no estd de acuerdo con nuestra idea Y
intuitiva de que una recta tangente corta a una curva de tal modo que en
el punto de tangencia no puede atravesarla.

4.Curvatura. Puntos de inflexion.

La derivada también nos permite estudiar de forma sencilla en qué intervalos

una funcion es concava o convexa. Recordemos:
f concava: curva bajo tangente %

A los puntos en los que cambia la curvatura se les llama puntos de inflexion:

f convexa

f céncava

José Alvarez Fajardo I



Mates Aplicadas 11
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El criterio es sencillo y puede deducirse del relativo a la monotonia:

Sea y=f (x) una funcién dos veces derivable en el intervalo 1.

a) Si f''>0 en I entonces f esconvexaen /.

b) Si f''<0 en I entonces f escéncavaen I.

o Ejemplo: consideremos la funcién y=x’—6x" . Estudia su curvatura.
a) Hallamos la derivada segunda: f''(x)=6x—12
b) Estudiamos el signo de la derivada segunda:

Signo de f"

- +
—
L
x=2
c) Del esquema de signos de la derivada segunda deducimos el siguiente
esquema de curvatura:

Curvatura de f

feev fevx

I 1
| -

x=2

d) Observemos que para x =2 hay un punto de inflexién, pues en él la
gréfica pasa de céncava a convexa.

He aqui como encontrar los puntos de inflexién:

fecev fevx

|

- fevx feev

—

En x=c¢
hay

En x=d

x=d

o Ejemplo: Hallemos a sabiendo que
punto de inflexién para x =2.

— ]

I_> hay

x=d

y:x3+ax2+x—5 presenta un

a) Hallamos la derivada segunda: y''=6x+2a
b) En el punto de inflexién la derivada segunda debe ser cero:

si x=2es y''=0 — 62+2a=0 — a=-6

José Alvarez Fajardo
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Aplicaciones de las Derivadas

5.Representacion grafica.

Hubo un tiempo, no muy lejano, en el que las gréficas de las funciones sé6lo
podian obtenerse de una forma: a mano. Uno tomaba unos boligrafos de
colores, una cuartilla de papel (cuadriculada si era posible) y una regla. Si
eras afortunado, tenfas una calculadora.

Con la férmula delante, y=f(x) , se pasaba a estudiar los siguientes

puntos:
Dominio.
Continuidad.
Monotonia.
Extremos.

Prolongacién en el infinito.

R R " | ~

Tabla de variacion.

Una vez concluido ese andlisis, se pasaba a dibujar en primer lugar las
asintotas -si las habia- y los puntos remarcados en la tabla de variacién.
Finalmente, con un poco de pericia, se realizaba el dibujo a mano alzada.

Bastante tiempo después se popularizaron las computadoras personales, y
con las hojas de cédlculo podian obtenerse buenas graficas siguiendo un
proceso que aun no nos libraba de estudiar buena parte de esos puntos. Pero
suponia un gran salto cualitativo.

En el momento de escribir esto disponemos ya de programas de
computacién, muy faciles de usar, que nos liberan de todo ese trabajo, y nos
permiten centrarnos en la interpretacién y en la obtencién de soluciones.

No obstante lo anterior, vamos a realizar el estudio sefialado arriba con tres
simples ejemplos:
o Ejemplo 1: Estudiemos y representemos

x=<0

x>0

x+1 si
—4x si

o Ejemplo 2: Estudiemos y representemos

y=x-6x"+9x

o Ejemplo 3: Estudiemos y representemos

:3x—6
x—2

y

José Alvarez Fajardo

El hecho de que existan esos
programas, faciles de usar, no
significa que no debamos saber
realizar el estudio de los puntos
anteriores.

Todos debemos memorizar las
tablas de multiplicar, y saber
realizar simples productos vy
divisiones manualmente. Pero
una pero una vez aprendido
esto, los productos tediosos los
hacen las calculadoras ;-)
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6.Problemas de optimizacidn.

El estudio de variacién de una funcién permite resolver problemas de
optimizacién (obtencién de maximos o minimos) relativamente complejos.

Veamos en primer lugar uno simple: optimizar una funcién en un intervalo
cerrado.

o Ejemplo: la temperatura de un objeto viene dada por la siguiente férmula:
Z%(4t3—18t2+15t—2)

donde T es la temperatura en grados centigrados y ¢ es el tiempo, en
horas, transcurrido desde el inicio de la medicién.

Obtengamos las temperaturas mixima y minima.

a) Hallamos la derivada:
/_1 2 _ 2
T=<{121 —361+15|=2,41"—7.21+3

b) Estudiamos el signo de la derivada (recuerda: ceros e intervalos de
signo):

Signo de T'

+ - -

Monotonia de T

T T~ T2
1 1
L L
t=05 t=25

c) Del esquema de signos de la derivada deducimos el siguiente esquema
de monotonia de la grafica:

d) Tabla de variacién de la temperatura:
t ‘ 0 0,5 2,5 4
T|04 2 03 N 29 2 52

e) Conclusién:
La temperatura méxima fue 5,2 °C y se alcanz6 a las cuatro horas.

La temperatura minima fue —0,4 °C y se alcanz¢ al inicio.

José Alvarez Fajardo

Es muy importante formar la
tabla de variacién de T, pues el
maximo y el minimos absolutos
pueden alcanzarse tanto en los
valores inicial o final como en
los extremos relativos.
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c) (Cudl es el mayor beneficio posible? ;Cudntas

Ej ercicios unidades deben fabricarse para obtenerlo?
1. [S/97] Dada la funcién: [ 4
. [S/98] Dada la funciéon £ (x)={ x—2
142 6 <2 lzz‘x si x=0
x 2
f(x)= —x si —2<x<l1 a) Estudie la continuidad de esa funcién y analice su
23 g _> | comportamiento en los posibles puntos de
X — S1 X =

a) Representar graficamente f.
b) Estudia su continuidad.
c) Estudia su monotonia y obtén sus asintotas.

[S/97] Se ha estudiado la evolucién de la ganancia
y en pesetas, en cada instante desde un tiempo
inicial, hasta pasados 5 afios, por la fabricacion de
un determinado producto y se ha modelizado
funcionalmente dicha evolucién asi:

Durante el primer afio: y=21
Durante el segundo y tercer afos:  y=4r—2
Durante el resto: y=e''

a) Construye la gréifica que muestra la evolucién de
la ganancia.

b) Explica la continuidad de dicha funcién.

. [S/97] Sea la funcién f:IR—IR definida por

1 si x>1
a) Representa la grafica de f.
b) ¢(En qué puntos la funcién no es continua?
¢) (Tiene maximo o minimo la funcién f?
. [S/98] La siguiente funcién

1 2
f(x)=—(—x*+100x—1600)
90

representa el beneficio, expresado en millones de
pesetas, que obtiene una empresa por la fabricacién
de x unidades de un determinado producto.

a) Represente graficamente dicha funcion.

b) ;Cudntas unidades hay que fabricar para que no
se produzcan pérdidas?

José Alvarez Fajardo

discontinuidad.
b) Represente graficamente la funcién.

2

-X si x<0

. [S/98]Dada f(x)= ax+3 si O0<xx<2
S
x—3

a) Razone si para algin valor de a la funcidn es
continua en x =0.

b) Obtenga, si las hay, las asintotas horizontales y
verticales de la funcidn.

c) Dibuje la grifica de la funcién para a = 0.

. [S/98] Una empresa de automdviles ha estimado que

su beneficio B, en millones de pesetas, depende del
tiempo f, en minutos, que dedica diariamente a
publicidad, segun la funcién:

B(t)=—1'5+1681—954
a) Dibuje la gréfica de la funcién B.

b) Calcule los minutos diarios que debe dedicar a
publicidad para obtener un beneficio maximo.
(Cudl es ese beneficio?

c) Calcule en qué intervalo debe estar comprendido
el tiempo diario dedicado a publicidad para que
la empresa obtenga beneficios.

. [S/98] Dada la funcién

3e” si —3<x=<0

O0<x=<3

fx)=

—x*+2x+3 si
a) Represéntela graficamente.
b) ;/Es continuaen x=07.

¢) Calcule su miximo y su minimo absolutos en su
dominio de definicidn.

1|
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9. [S/99] Una compafiia que fabrica boligrafos lanza al
mercado un nuevo producto. Se supone que la
relacién entre el precio por unidad, x, del nuevo
boligrafo y el beneficio en millones de pesetas,

b(x) ,viene dado por la funcién

b(x)=—x+130x—-3000

a) (Qué beneficio obtiene cuando vende cada
boligrafo a 50 Pta.?

b) (Entre qué valores debe fijar el precio de venta
de cada boligrafo para obtener un beneficio
positivo?

c¢) Calcule a qué precio debe vender cada boligrafo
para que el beneficio sea maximo.

10. [S/99] Los duefios de un manantial de agua mineral
calculan que, si venden cada botella de agua a un
precio de x Pta., tendrdn una ganancia diaria (en
miles de pesetas):

2
g(x)=—2+25x—1500
10
a) Represente graficamente la funcién g (x)

b) ;Cudl es el precio con el que se alcanza el
méximo de ganancia?

¢) (Cudl es la ganancia maxima diaria que puede
obtenerse?

11. [S/99] Dada la funcién

X+2x+1 si x<-—1
fx)=1 2x+2 si —1<x=<2
—x*+8x i x>2

a) Estudie su continuidad.

b) Represente grificamente la funcién y, a la vista

de sus gréfica, determine sus maximos Yy
minimos, asi como el crecimiento 'y
decrecimiento.

12.[S/99] Dada la funcién

_320x+25

f(x)
2x+5

a) Estudie la continuidad de f y calcule su funcién
derivada f".

b) Razone si existen o no extremos relativos de la
funcién f.

José Alvarez Fajardo

¢) Calcule las asintotas de la funcion.
13.[S/99]

a) La grifica de la funcién definida por
f(x)=x’+ax’+bx+c pasa por el punto
(1,0) vy tiene un maximo relativo en el punto

(0,4)
Halle los coeficientes a, by c.

b) Obtenga los mdximos y los minimos y los puntos
de inflexion de la funcién  definida por

g(x)=x—6x>+20

14.[S/99] Los ingresos 7(x) y los costes C(x) ,
en millones de pesetas de una fébrica de boligrafos,
dependen del precio de venta x de cada boligrafo
(en pesetas) segun las funciones:

I(x)=4x—9 y C(x)=0'01x"+3x
El beneficio anual es B(x)=1(x)—C(x)

a) (Cuadl debe ser el precio de venta para obtener el
maximo beneficio?

b) (Cuadl es ese beneficio maximo?

c) Represente graficamente la funcién beneficio.

d) Razone (sobre la grafica o sobre la funcién
beneficio) para qué precios de venta tendria
pérdidas esta empresa.

15.[S/99] Siendo f:IR—IR la funcién dada por la
expresion
3x+5a si x=<0
F(X)={bx*+3 si 0<x<2
x'—4  si x=2

a) Estudie la continuidad de f segun los valores de
las constantes a y b.

b) Represente la grafica de la funcién para a=1 y
b = -1, e indique los intervalos de crecimiento de
dicha gréfica.

c¢) Justifique si la funcién del apartado b) presenta
en el intervalo (2+4+o00) algin punto de
tangente horizontal.
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16. [S/99] Sea la funcién f(x)=x"+ax’+bx+c

a) Halle el valor que deben tomar los pardmetros a,
b y ¢ para que ftenga un mdximo para x = 1,
un punto de inflexién en x =2 y corte al eje Y
en el punto de ordenada —1.

b) Represente, grificamente, la funcién

g(x)=x’—3x , determinando los puntos de
corte con los ejes y los maximos y minimos.

17.[S/00] El beneficio de una empresa viene dado por la
funcion

1
f(x)=—+20x—5x2

donde x representa el gasto en publicidad.

a) Calcule el gasto x a partir del cual la empresa no
obtiene beneficios.

b) Determine los intervalos
decrecimiento de esa funcion.

de crecimiento vy

¢) Represente graficamente la funcién f.

d) Calcule el valor de x que produce méximo
beneficio. ;Cudnto es ese beneficio?

18.[S/00] Dada la funcion

2x+1 si x<2
f(x)=

X2 —8x+17 si x=2

a) Represéntela grificamente y estudie su

continuidad y derivabilidad.

b) Determine los intervalos de crecimiento y
decrecimiento, asi como los extremos relativos.

c¢) Los extremos hallados
puntos donde f'(x)=0 ?

anteriormente, ;son

19.[S/00] El precio en bolsa de las acciones de una
empresa durante las cinco horas que dura una
jornada bursdtil, medido en pesetas, viene dado por

c:[0,5|-R ,, C(1)=100(—61+25)
donde ¢ representa el tiempo medido en horas.

a) Dibuje la gréifica de C, indicando las subidas y
bajadas en el precio de cada accién durante la
sesion, asi como su precio en el instante inicial.

b) ;Cudl es el valor mdximo y minimo que alcanzan
las acciones a lo largo de la jornada?
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c) Si la sesién bursatil durara tres horas mas y se
rigiera por la misma funcién, ;cudl seria la
tendencia en el precio de las acciones? ;Cudl
serfa la cotizacién al cabo de las ocho horas?

20.[S/00]

a) Calcule la derivada de las funciones siguientes:

b) Estudie el crecimiento y el decrecimiento de una
funcién cuya funcién derivada viene dada
graficamente por la recta que pasa por los puntos

(=1,0) y (0,1)
21.[S/00] Sea la funcién

Ea si x<?2
2
x =
o) —x+4 si 2<x<4
(x—4)Y si  x=4

a) Estudie su continuidad y derivabilidad.
b) Represente graficamente la funcién.
¢) Halle sus intervalos de monotonia.

22.[S/00] La altura, en metros, que alcanza una pelota
lanzada hacia arriba en funcién del tiempo (en
segundos) transcurrido desde su lanzamiento, viene
dada por la expresion:

5t ¢

f(t) 5 5

a) Represente graficamente f.

b) ;/Qué altura habra alcanzado la pelota a los 4
segundos? ;Al cabo de cuanto tiempo llegard al
suelo?

¢) (En qué instante alcanzard la pelota su altura
maxima? ;Cudl es dicha altura?

23.[S/00]

a) Dada la funcion f(x)=x’+ax’+b , calcule
a y b paraque f tengaun punto de inflexién en
(_1 ’ 2)

b) Halle la ecuacidn de la recta tangente a la grafica
de y:x3—1 en cada uno de los puntos en los
que su pendiente sea igual a 3.
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24.[S/00] Dada la funcién

2° si x<—1
fxX)={—x*+3 si —1<x<2
x—3 si x=2

a) Represéntela grificamente y, a la vista de su
grifica, determine sus maximos y minimos
relativos, asi como su crecimiento 'y
decrecimiento.

b) Estudie su continuidad y derivabilidad.

25.[S/00] La derivada de la funcién
f(x)=x"+x—6

f:IR—IR es

a) Determine, si es posible, para qué valores de x
alcanza f su médximo y su minimo relativos.

b) Calcule un punto de inflexién de esta funcién y
determine si es Unico o pueden existir otros.

¢) Sabiendo que f(0)=3 , deduzca
razonadamente sies f(1)<3 o f(1)>3

26.[S/00] Dada la funcién

-2 si 0<x<2
4

fx)= )
—— si 2<x
X

a) Represente graficamente la funcion.

b) Estudie su continuidad, asintotas, monotonia y
extremos.

27.[S/01]Dada la funcién

1—x° i x<l1
f(x)= 3x°—12x49 si 1<x<3
—2x*+16x—30 si x>3

a) Dibuje su gréfica y, a la vista de ella, estudie
monotonia y extremos.

b) Estudie su continuidad y derivabilidad.

28.[S/01]Las ganancias de una empresa, en millones de
pesetas, se ajustan a la funcién

—1
£(x)=20x71000 o)
2x+5

donde x representa los afios de vida de la empresa.
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a) Represente grificamente la funcién
y=f(x) para x&€(—c0,+o) , indicando
dominio, cortes con los ejes, asintotas,

crecimiento y decrecimiento.

b) /A partir de qué afio la empresa deja de tener
pérdidas?

¢) A medida que transcurre el tiempo, /estin
limitados sus beneficios? En caso afirmativo,
(cudl es su limite?

29.[S/01]Sea la funcion

x<0

x=0

2 .
X +x s1
fx)=7, .
X —x si
a) Represéntela graficamente.
b) Estudie su continuidad.

c) Obtenga, si existe, la derivadade f en x=1/2,
x=-12 y x=0.

d) Obtenga sus extremos relativos.

30.[S/01] El estudio de la rentabilidad de una empresa
revela que una inversion de x millones de pesetas
produce la gananciade f(x) millones de pesetas:

2
;“—0+82—;“—§ si 0<x<5
f(x)= 5
— si x>5
2x

a) Represente la funciéon £ (x)
b) Halle la inversidon que produce mdxima ganancia.
¢) ;Para qué inversion la ganancia es nula?

d) Razone lo que ocurre con la rentabilidad si la
inversion se incrementa indefinidamente.

31.[S/01]Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba
de modo que la altura “A” (en metros) a la que se
encuentra en cada instante ‘s’ (en segundos) viene
dada por la expresion:

h(t)==5+40¢
a) (Cudl es la altura maxima? ;Cudndo se alcanza?
b) Represente graficamente la funcién A.

¢) (Cuando estd el objeto a 60 metros de altura?

.

d) (En qué instante llega al suelo?
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32.[S/01]La grafica de la funcién derivada de una

funcion  f(x) es una pardbola de vértice
(1,—4) que corta al eje de abscisas en los puntos

A partir de la graficade f’

a) Estudie el crecimiento y el decrecimiento de f.
(Para qué valores de x se alcanzan los maximos
y minimos relativos?

b) Esboce la forma de la grifica de una funcién
cuya derivada sea la pardbola dada.

33.[S/01] El consumo de luz (en miles de pesetas) de
una vivienda, en funcién del tiempo transcurrido,
nos viene dado por la expresion:

1
f(t):—gt2+2t+10 0<r<12

a) (En qué periodo de tiempo aumenta el consumo?
(En cudl disminuye?

b) ¢(En qué instante se produce el consumo maximo?
(Y el minimo?

¢) Represente graficamente la funcién.

34.[S/01]Un agricultor comprueba que si el precio al
que vende cada caja de fresas es “x” euros, su
beneficio diario, en euros, sera:

B(x)=—10x>+100x—210
a) Represente la funcion precio—beneficio.

b) Indique a qué precio debe vender cada caja de
fresas para obtener el maximo beneficio. ;Cudl
serd ese beneficio maximo?

c) Determine a qué precios de la caja obtiene
pérdidas el agricultor.

35.[S/01]

a) Dada la funcién  f(x)=x’+bx+c , determine
los valores de “b” y “c” sabiendo que dicha
funcién alcanza un maximo relativo en el punto

(_1’3)

b) Calcule “a” para que el valor minimo de la
funcién g(x)=x"+2x+a seaiguala8.
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36.[S/02] El beneficio obtenido por la produccién y
venta de x kilogramos de un articulo viene dado por
la funcién:

F(x)=—0'01x"+3"6x—180
a) Represente graficamente esta funcion.

b) Determine el nimero de kilogramos que hay que
producir y vender para que el beneficio sea
maximo.

¢) Determine cudntos kilogramos se deben producir
y vender, como maximo, para que la empresa no
tenga pérdidas.

37.[S/02] Dada la funcién £ (x)=—x"+3 x

a) Determine sus puntos de corte con los ejes de
coordenadas.

b) Represéntela graficamente.

c) Obtenga las ecuaciones de las dos rectas
tangentes a su grafica que tienen pendiente cero y
diga cudles son los puntos de tangencia.

38.[S/02] Sea la funcién

—£4+52  si 0<t<3
F(X)=1—2+12t—=9 si 3<t<5
2t+16 si 5<r<10

a) Estudie la continuidad y derivabilidad de f para
t=3y t=5.

b) Razone si f posee algin punto de inflexién y
calcilelo, en caso afirmativo.

39.[S/02] Sea x el precio de venta, en euros, del litro
de aceite de oliva virgen extra. Y sea

4
x+1

. x=0

flx)=2—

la funcién que representa el balance econdémico
quincenal, en miles de euros, de una empresa
agricola.

a) Represente la funcién f.

b) ;A partir de qué precio de venta del litro de
aceite empieza esta empresa a tener beneficios?

¢) ¢(Estdn limitadas las ganancias quincenales de
esta empresa? ;Y las pérdidas?

y
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40.[S/02] Sea la funcion

x<2

.f(x)— 3x-3 si

P —6x+11 si x>2

a) Represéntela graficamente.

b) Estudie su continuidad y derivabilidad. Calcule
sus extremos.

c) (Existe algin punto donde la pendiente de la
recta tangente a su grafica sea cero? En caso
afirmativo, determine cual es.

41.[S/02] Sea la funcién £/ x)=ax®+ bx*+ cx

a) Halle el valor de los coeficientes a, b y c, si se
sabe que en el origen su grafica posee un extremo
relativo y que el punto (2,—-16) es un punto
de inflexioén.

b) Paraa =1, b =1y c =0, calcule la ecuacién de la
recta tangente a la grafica en el punto de abscisa
x=-2.

42.[S/02] Sea la funcién f(x)Z%xs—x2—3x+4 .

a) Represente graficamente su funcién derivada
determinando los puntos de corte con el eje de
abscisas y su vértice.

b) Halle los puntos de la gréfica de f donde la recta
tangente es paralelaa y=—3x+3.

¢) Calcule los mdximos y los minimos de f.

43.[S/02] Se considera la siguiente funcion:

-2 .
d Si x<—1
f(x)= —X4a si —l<x<l
x+2
si x=>1
X

a) Halle los valores de
continua y derivable.

b) Para a = 4, halle las asintotas y extremos
relativos.

a para los que f es
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44.[S/02]

a) Dada la funcién f(x)zﬁﬂbe2 , calcule los
X

valores de los parametros “a” y “b” para que f
tenga un extremos relativo en el punto (1, 3)

b) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la
grifica de la funciéon g(x)=x-Inx en el punto
de abscisa 1.

Cuestiones

1. Explica por qué una funcién polindmica de
segundo grado siempre tiene un punto de
tangente horizontal.

2. Larecta tangente a una curva, ;puede cortarse
con ella en varios puntos o sélo en uno?

3. Una funcién tiene en un punto una recta
tangente horizontal. ;Debe ser ese punto un
extremo relativo?

4. Dibuja una funcién en un intervalo de tal
manera que su minimo absoluto sea un punto
anguloso. ;Es la derivada cero en ese minimo?

5. Si una funcién polindmica tiene para X =a una
inflexion, ;/cudnto es la derivada segunda para
ese valor?

6. ;Cuantos puntos de inflexién como maximo
puede tener una funcion de cuarto grado?
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Autoevaluacion

1. La siguiente funcién

f(x):i(—x%r 100x —1600)
90
representa el beneficio, expresado en miles de euros,
que obtiene una empresa al fabricar x unidades de
un determinado producto.

a) Represente graficamente dicha funcién.

b) ¢(Cuantas unidades hay que fabricar para que no
se produzcan pérdidas?

¢) (Cudl es el mayor beneficio posible? ;Cudntas
unidades deben fabricarse para obtenerlo?

2. Represente, graficamente, la funcién
g(x)=x’—3x , determinando los puntos de corte
con los ejes y los méximos y minimos.

3. Sealafuncién f(x|=ax’+bx’+cx

a) Halle el valor de los coeficientes a, b y c, si se
sabe que en el origen su grafica posee un extremo
relativo y que el punto  (2,-16) es un punto
de inflexion.

b) Paraa =1,b =1y ¢ =0, calcule la ecuacién de la
recta tangente a la grafica en el punto de abscisa
x=-2.

4. Dada la funcion

a) Estudie la continuidad de f y calcule su funcién
derivada f".

b) Razone si existen o no extremos relativos de la
funcién f.

¢) Calcule las asintotas de la funcién.

José Alvarez Fajardo I
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De ahi deducimos:
Autoevaluacion N
L {1 {1
-1 1
a) La gréfica serd una pardbola con vértice en
mimimo: m=(1,—2)
_—100 _ 50
T T Méximo: M=(—1,2)

Con una tabla de valores adecuada obtenemos:

-20

b) No hay pérdidas cuando f> 0. Ello ocurre cuando
la grafica estd por encima del eje X. Apreciamos
claramente que ello es asi cuando las unidades
estan comprendidas entre 20 y 80.

¢) El mayor beneficio posible se corresponde con el
punto maximo de la funcién, que en este caso es
el vértice de la pardbola.

El beneficio mdximo es de 10 000 € y se obtiene
cuando se fabrican 50 unidades.

2. Tenemos g(x)=x"-3x
a) Cortes con los ejes:
Y: x=0 - y=0
X: y=0 - x(x’-3)=0 — x=0,+3

b) Para determinar los extremos calculamos la
derivada  g'(x)=3x"-3 y estudiamos su

signo:
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Con una tablita de valores:

g

3. Primero, derivemos dos veces la funcion:

f'(x)=3ax’+2bx+c 5 f'(x)=6ax+2b

Traducimos:

Para x =0 hay un extremo:

six=0esy'=0 — ¢c=0
Pasa por el punto (2, —16)
six=2esy=—16 — 8a+4b+2c=-16
Para x =2 hay una inflexién:
six=2esy' '=0 — 12a+2b=0

Reuniéndolo todo y resolviendo el sistema

correspondiente obtenemos:
a=1, b=—6,c=0
Tangente para a=1,b=1yc=0:

Punto: X, =—2 — y,=—4
Pendiente: —m=f'(—2)=8
Ecuacién:  y—(—4)=8-(x+2)
Simplificando: y=8x+12
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4. Dada la funcion

a)

b)

c)

x—2

La funcién sélo es discontinua para x = 2 (cero
del denominador). Tenemos:

Valor: si x=2 es y= No existe

—|=+0o0

Tendencias: lim f(x)=

x -2

Concluimos que hay una discontinuidad de salto
infinito x = 2.
En cuanto a la derivada:
, 4-(x=2)—1-(4x—6) -2
f(x)= ; = ;
(x—2) (x—2)

Es facil observar que la derivada siempre es
negativa:

Por ello, la monotonia de la funcion:
Yy YN

2

De ahi deducimos de ahi que la funcién no tiene
extremos relativos.

De lo visto en el apartado (a) deducimos que la
recta x =2 es una asintota vertical.

Calculemos ahora la tendencia en el infinito. Al
ser un cociente de polinomios es ttil la regla de
los grados:

lim f@):%:]

De ahi deducimos que la recta y = 1 es una
asintota horizontal.
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